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平成25年度　京都大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分

総合人間 (文系)，文，教育 (文系)，法，経済 (文系)

問題 1 2 3 4 5

1 aを 2以上の実数とし，f(x) = (x+ a)(x+2)とする．このとき f(f(x)) > 0が
すべての実数 xに対して成り立つような aの範囲を求めよ．

2 平行四辺形ABCDにおいて，辺ABを 1 : 1に内分する点を E，辺 BCを 2 : 1

に内分する点を F，辺 CDを 3 : 1に内分する点をGとする．線分 CEと線分
FGの交点をPとし，線分APを延長した直線と辺BCの交点をQとするとき，
比AP : PQを求めよ．

3 nと kを自然数とし，整式 xnを整式 (x− k)(x− k − 1)で割った余りを ax+ b

とする．

(1) aと bは整数であることを示せ．

(2) aと bをともに割り切る素数は存在しないことを示せ．

4 α，βを実数とする．xy平面内で，点 (0, 3)を中心とする円Cと放物線

y = −x2

3
+ αx− β

が点 P(
√
3, 0)を共有し，さらに Pにおける接線が一致している．このとき以

下の問に答えよ．

(1) α，βの値を求めよ．

(2) 円 C，放物線 y = −x2

3
+ αx − βおよび y軸で囲まれた部分の面積を求

めよ．

5 投げたとき表が出る確率と裏が出る確率が等しい硬貨を用意する．数直線上に
石を置き，この硬貨を投げて表が出れば数直線上で原点に関して対称な点に石
を移動し，裏が出れば数直線上で座標 1の点に関して対称な点に石を移動する．

(1) 石が座標 xの点にあるとする．2回硬貨を投げたとき，石が座標 xの点に
ある確率を求めよ．

(2) 石が原点にあるとする．nを自然数とし，2n回硬貨を投げたとき，石が
座標 2nの点にある確率を求めよ．
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解答例

1 (i) 関数 f(x)の最小値が−2以下であるとき，

f(c) = −2を満たす実数 cが存在するから f(f(c)) = f(−2) = 0

これは条件に反する．

(ii) 関数 f(x)の最小値が−2より大きいとき，

すべての実数 xに対して，f(x) > −2であるから f(f(x)) > 0

これは条件を満たす．

(i),(ii)より，f(x)の最小値が−2より大きい，
すなわち，f(x) = −2は実数解をもたない．

(x+ a)(x+ 2) = −2

整理すると

x2 + (a+ 2)x+ 2a+ 2 = 0

したがって，係数について

(a+ 2)2 − 4·1(2a+ 2) < 0

　

O

y

x−2
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y = f(x)

a = 2に注意してこれを解くと 2 5 a < 2 + 2
√
2 �
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2 ~b =
−→
CB，~d =
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CDとおくと
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·3
4
~d =

3

11
~b+
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22
~d

点 Pを通り，BCに平行な直線と辺CDとの交点を P′とすると

−−→
CP′ =

3

22
~d ゆえに DP′ = P′C = 19 : 3

よって AP : PQ = DP′ : P′C = 19 : 3

補足
−→
CE =

11

3

−→
CPであるから，2直線AD，CEの交点をA′とすると

−−→
CA′ = 2

−→
CE =

22

3

−→
CP ゆえに A′P : PC = 19 : 3

よって AP : PQ = A′P : PC = 19 : 3

別解 2直線AD，CEの交点をA′とし，2直線AD，FGの交点をD′とする．

4GDD′ 4GCF，GD : GC = 1 : 3より DD′ : CF = 1 : 3

また，CF : AD = 1 : 3より DD′ : AD = 1 : 9

A′A = ADであるから DD′ : A′D′ = 1 : 19 ゆえに A′D′ : CF = 19 : 3

4PA′D′ 4PCFであるから AP : PQ = 19 : 3
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3 (1) xnを (x− k)(x− k − 1)で割ったときの商をQ(x)とすると

xn = (x− k)(x− k − 1)Q(x) + ax+ b

上式に x = k, k + 1を代入すると{
kn = ak + b · · · 1©
(k + 1)n = a(k + 1) + b · · · 2©

2©− 1©より a = (k + 1)n − kn

これを 1©に代入すると kn = {(k + 1)n − kn}k + b

したがって b = (k + 1)kn − k(k + 1)n

kは自然数であるから，a，bは整数である．

(2) a ≡ b ≡ 0 (mod p) を満たす素数 pが存在すると仮定すると， 1©， 2©より

kn ≡ 0, (k + 1)n ≡ 0 ゆえに k ≡ 0, k + 1 ≡ 0 (mod p)

このとき，1 ≡ 0 (mod p)となり，矛盾を生じる．

よって，aと bをともに割り切る素数 pは存在しない． �
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4 (1) f(x) = −x2

3
+ αx− βとすると f ′(x) = −2

3
x+ α

条件により，f(
√
3) = 0，f ′(

√
3) =

1√
3
であるから

−1 +
√
3α− β = 0, −2

3

√
3 + α =

1√
3

これを解いて α =
√
3, β = 2

(2) 点 (0,
√
3)をAとし，円C，放物

線 y = f(x)の y軸との交点をそ
れぞれQ，Rとすると

AP = 2
√
3, ∠PAQ =

π

6

Q(0, 3− 2
√
3), R(0,−2)

OP =
√
3，QR = 5− 2

√
3より

4PQR =
1

2
QR·OP

=
1

2
(5− 2

√
3)
√
3

=
5

2

√
3− 3
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A

y = f(x)

線分 PQと円Cで囲まれたAを含まない方の面積を S1とすると

S1 =
1

2
(2
√
3)2

(π
6
− sin

π

6

)
= π − 3

線分 PRと放物線 y = f(x)で囲まれた部分の面積を S2とすると

S2 =
1

6
·1
3
(
√
3)3 =

√
3

6

求める面積を Sとすると

S = 4PQR− S1 − S2

=
5

2

√
3− 3− (π − 3)−

√
3

6

=
7

3

√
3 − π
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5 (1) 座標 xにあるとき，硬貨の表と裏により，
それぞれ−xと 2− xに移動するので

f(x) = −x, g(x) = 2− x

とおくと，2回の試行による石の座標は次
のようになる．

表表のとき f(f(x)) = x

表裏のとき g(f(x)) = x+ 2

裏表のとき f(g(x)) = x− 2

裏裏のとき g(g(x)) = x

　

x

−x

2− x
x− 2

x

x+ 2

x

1 2

表

裏

表

表

裏

裏

よって，求める確率は
(
1

2

)2

+

(
1

2

)2

=
1

2

(2) (1)の結果から，2回硬貨を投げる試行をT とすると，この試行により，石
の座標の増減が+2，0，−2となる 3つの事象があり，それぞれの確率は
1

4
，

1

2
，

1

4
である．硬貨を 2n回投げる，すなわち，試行 T を n回行ったと

き，石の座標が 2nだけ増加するのは，

+2× n = 2n

これにより，増減が+2である事象が n回である．よって，求める確率は(
1

4

)n

=
1

22n
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