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平成31年度　神戸大学２次試験前期日程 (数学問題)120分
理・工・医 (医・保健 (検査技術科学))・農・
国際人間科学 (環境共生 (理科系))・海事科学

問題 1 2 3 4 5

1 以下の問に答えよ．

(1) 関数
f(x) =

log x

x

の x > 0における最大値とそのときの xの値を求めよ．
(2) aを a ̸= 1をみたす正の実数とする．曲線 y = exと曲線 y = xa (x > 0)が
共有点 Pをもち，さらに点 Pにおいて共通の接線をもつとする．点 Pの
x座標を tとするとき，aと tの値を求めよ．

(3) aと tを (2)で求めた実数とする．xを x ̸= tをみたす正の実数とするとき，
exと xaの大小を判定せよ．

2 |
−→
AB| = 2をみたす△PABを考え，辺ABの中点をM，△PAB の重心をGとす
る．以下の問に答えよ．

(1) |
−−→
PM|2を内積−→

PA·
−→
PBを用いて表せ．

(2) ∠AGB =
π

2
のとき，−→

PA·
−→
PBの値を求めよ．

(3) 点 Aと点 Bを固定し，−→
PA·

−→
PB =

5

4
をみたすように点 Pを動かすとき，

∠ABGの最大値を求めよ．ただし，0 < ∠ABG < πとする．

3 nを 2以上の整数とする．2個のさいころを同時に投げるとき，出た目の数の
積を n で割った余りが 1となる確率を Pnとする．以下の問に答えよ．

(1) P2, P3, P4を求めよ．
(2) n ≧ 36のとき，Pnを求めよ．
(3) Pn =

1

18
となる nをすべて求めよ．
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4 次のように 1, 3, 4を繰り返し並べて得られる数列を {an}とする．

1, 3, 4, 1, 3, 4, 1, 3, 4, · · ·

すなわち，a1 = 1, a2 = 3, a3 = 4で，4以上の自然数 nに対し，an = an−3と
する．この数列の初項から第 n項までの和を Snとする．以下の問に答えよ．

(1) Snを求めよ．
(2) Sn = 2019となる自然数 nは存在しないことを示せ．
(3) どのような自然数 kに対しても，Sn = k2となる自然数 nが存在すること
を示せ．

5 媒介変数表示

x = sin t, y = (1 + cos t) sin t (0 ≦ t ≦ π)

で表される曲線をCとする．以下の問に答えよ．

(1)
dy

dx
および d2y

dx2
を tの関数として表せ．

(2) Cの凹凸を調べ，Cの概形を描け．
(3) Cで囲まれる領域の面積 Sを求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) =
log x

x
を微分すると f ′(x) =

1− log x

x2

x (0) · · · e · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 1

e
↘

よって x = eのとき 最大値 1

e

(2) g(x) = ex，h(x) = xaとおくと g′(x) = ex，h′(x) = axa−1

条件より，g(t) = h(t)，g′(t) = h′(t)であるから

(∗)

{
et = ta

et = ata−1

上の 2式から，etを消去すると

ta = ata−1 ゆえに (t− a)ta−1 = 0

t > 0より，t = aであるから，これを (∗)の第 1式に代入して

ea = aa ゆえに a = e よって a = t = e

(3) 条件より，ex (x ̸= e)と xeの大小を比較する．(1)の結果から
1

e
>

log x

x
ゆえに x > e log x よって ex > xe

■
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2 (1) 点Mは辺ABの中点であるから，−−→
PM =

1

2
(
−→
PA +

−→
PB)より

|
−−→
PM|2 = 1

4
|
−→
PA +

−→
PB|2 = 1

4
(|
−→
PA|2 + |

−→
PB|2) + 1

2

−→
PA·

−→
PB · · · 1⃝

|
−→
AB| = |

−→
PB−

−→
PA| = 2より

|
−→
PB|2 − 2

−→
PA·

−→
PB + |

−→
PA|2 = 4 ゆえに |

−→
PA|2 + |

−→
PB|2 = 4 + 2

−→
PA·

−→
PB

上の結果を 1⃝に代入すると

|
−−→
PM|2 = 1

4
(4 + 2

−→
PA·

−→
PB) +

1

2

−→
PA·

−→
PB =

−→
PA·

−→
PB + 1

(2) 点Gは△PABの重心であるから −−→
PM = 3

−−→
GM · · · 2⃝

また，−−→
GM =

1

2
(
−→
GA+

−→
GB)より −−→

PM =
3

2
(
−→
GA+

−→
GB) · · · 3⃝

∠AGB =
π

2
であるから

−→
GA·

−→
GB = 0 および |

−→
GA|2 + |

−→
GB|2 = |

−→
AB|2 = 22 = 4

3⃝より |
−−→
PM|2 =

9

4
|
−→
GA+

−→
GB|2 = 9

4
(|
−→
GA|2 + 2

−→
GA·

−→
GB+ |

−→
GB|2)

=
9

4
(|
−→
GA|2 + |

−→
GB|2) = 9

4
·4 = 9

これを (1)の結果に代入して 9 =
−→
PA·

−→
PB + 1 よって −→

PA·
−→
PB = 8

(3)
−→
PA·

−→
PB =

5

4
を (1)の結果に代入すると

|
−−→
PM|2 = 1 +

5

4
ゆえに |

−−→
PM| = 3

2

これに 2⃝を代入することにより |
−−→
GM| = |

−−→
MG| = 1

2

したがって，GはMを中心とする半径 1

2
の

円周上にある．Bからこの円に引いた接線と
辺 ABのなす角が求める最大値であるから，
MB = 1より

∠ABG =
π

6

　

MA B

G

■
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3 (1) 2個のさいころの出た目をそれぞれa，b
とし，X = ab− 1とおくと，Xは右の
表のようになる．

X ≡ 0 (mod n) · · · (∗)

を満たすXの個数について
n = 2のとき，次の 9個

0, 2, 2, 4, 4, 8, 14, 14, 24

n = 3のとき，次の 8個
0, 3, 3, 3, 9, 9, 15, 24

n = 4のとき，次の 5個
0, 4, 4, 8, 24

　 X = ab− 1
ba 1 2 3 4 5 6

1 0 1 2 3 4 5

2 1 3 5 7 9 11

3 2 5 8 11 14 17

4 3 7 11 15 19 23

5 4 9 14 19 24 29

6 5 11 17 23 29 35

よって P2 =
9

36
=

1

4
，P3 =

8

36
=

2

9
，P4 =

5

36

(2) さいころの目の積の最大値は 6 × 6 = 36であるから，上の表で示したと
おり，X = ab− 1のとり得る値の範囲は

0 ≦ X ≦ 35

したがって，n ≧ 36のとき，(∗)を満たすのは
X = 0 すなわち a = 1, b = 1 (1通り)

よって，n ≧ 36のとき Pn =
1

36

(3) Pn =
1

18
=

2

36
であるから，(∗)を満たすXが 2個，すなわち，0以外に 1

個だけ，(∗)を満たす nを求めればよい．a ̸= bのときの次のXについて
{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 14, 17, 19, 23, 29} · · · 1⃝

これらは，(∗)を満たすXが 2個以上存在するので，これらは含まない．
また，(2)の結果から，n ≧ 36を含まない．
以上を除く，a = bのとき

8 = 23, 15 = 3·5, 24 = 23·3, 35 = 5·7

これらの 4数の約数で他の数の約数に含まれないこと，さらに 1⃝に含ま
れないことに注意すると，求める nは

2·3, 22·3, 3·5, 23·3, 5·7 すなわち 6, 12, 15, 24, 35

■
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4 (1) (i) n ≡ 0 (mod 3)のとき

Sn = S3 + (1 + 3 + 4)
n− 3

3
= 8 +

8

3
(n− 3) =

8n

3

(ii) n ≡ 1 (mod 3)のとき

Sn = S1 + (3 + 4 + 1)
n− 1

3
= 1 +

8

3
(n− 1) =

8n− 5

3

(iii) n ≡ 2 (mod 3)のとき

Sn = S2 + (4 + 1 + 3)
n− 2

3
= 4 +

8

3
(n− 2) =

8n− 4

3

よって Sn =



8n

3
(n ≡ 0 (mod 3))

8n − 5

3
(n ≡ 1 (mod 3))

8n − 4

3
(n ≡ 2 (mod 3))

(2) n = 3m+ rとおくと (r = 0, 1, 2)

r = 0のとき S3m =
8·3m
3

= 8m

r = 1のとき S3m+1 =
8(3m+ 1)− 5

3
= 8m+ 1

r = 2のとき S3m+2 =
8(3m+ 2)− 4

3
= 8m+ 4

2019 ≡ 3 (mod 8)であるから，Sn = 2019となる自然数 nは存在しない．

(3) i) k ≡ 0,±4 (mod 8)のとき k2 ≡ 0 (mod 8)

ii) k ≡ ±1,±3 (mod 8)のとき k2 ≡ 1 (mod 8)

iii) k ≡ ±2 (mod 8)のとき k2 ≡ 4 (mod 8)

i)～iii)および (2)の結果から，どのような自然数 kに対しても，

Sn = k2

となる自然数 nが存在する． ■
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5 (1) x = sin t，y = (1 + cos t) sin t (0 ≦ t ≦ π)より
dx

dt
= cos t,

dy

dt
= − sin2 t+ (1 + cos t) cos t = 2 cos2 t+ cos t− 1

したがって

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
2 cos2 t+ cos t− 1

cos t
= 2 cos t+ 1− 1

cos t

=
(cos t + 1)(2 cos t − 1)

cos t
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
2 cos t+ 1− 1

cos t

)
=

d

dt

(
2 cos t+ 1− 1

cos t

)
· dt
dx

=

(
−2 sin t− sin t

cos2 t

)
· 1

dx
dt

= −sin t(2 cos2 t+ 1)

cos2 t
· 1

cos t
= −

sin t(2 cos2 t + 1)

cos3 t

(2) (1)の結果から 0 < t <
π

2
のとき d2y

dx2
< 0より 上に凸

π

2
< t < πのとき d2y

dx2
> 0より 下に凸

t 0 · · · π
3

· · · π
2

· · · π
dx
dt

+ + + 0 −
dy
dt

+ 0 − − −
(dx
dt
, dy
dt
) ↗ → ↘ ↓ ↙

(x, y) (0, 0) (
√
3
2
, 3

√
3

4
) (1, 1) (0, 0)

O

y

x1

1

√
3
2

3
√
3

4

t=0, π

t= π
3

t= π
2
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(3) 曲線Cで囲まれる領域の面積を Sとすると

S =

∫ sin π
2

sin 0

y dx−
∫ sin π

2

sinπ

y dx

=

∫ π
2

0

y
dx

dt
dt+

∫ π

π
2

y
dx

dt
dt =

∫ π

0

y
dx

dt
dt

=

∫ π

0

(1 + cos t) sin t cos t dt

= −
∫ π

0

{cos t+ (cos t)2}(cos t)′dt

= −
[
1

2
cos2 t+

1

3
cos3 t

]π
0

=
2

3

別解 0 ≦ t ≦ π

2
のとき cos t =

√
1− sin2 t

π

2
≦ t ≦ πのとき cos t = −

√
1− sin2 t

x = sin t，y = (1 + cos t) sin t (0 ≦ t ≦ π)より

y = (1±
√
1− x2)x

したがって，求める面積 Sは，2曲線

y = (1 +
√
1− x2)x, y = (1−

√
1− x2)x (0 ≦ x ≦ 1)

で囲まれた部分の面積であるから

S =

∫ 1

0

(1 +
√
1− x2)x dx−

∫ 1

0

(1−
√
1− x2)x dx

=

∫ 1

0

2x
√
1− x2 dx =

[
−2

3
(1− x2)

3
2

]1
0

=
2

3

■


