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平成21年度　神戸大学２次試験前期日程 (数学問題)120分

理・工・医 (医・保健 (検査技術科学))・農・

発達科学 (人間環境 (理科系))・海事科学

問題 1 2 3 4 5

1 a，bは実数で a > b > 0とする．区間 0 5 x 5 1で定義される関数 f(x)を次の
ように定める．

f(x) = log
(
ax+ b(1− x)

)
− x log a− (1− x) log b

ただし，logは自然対数を表す．このとき，以下のことを示せ．

(1) 0 < x < 1に対して f ′′(x) < 0が成り立つ．

(2) f ′(c) = 0をみたす実数 cが，0 < c < 1の範囲にただ 1つ存在する．

(3) 0 5 x 5 1をみたす実数 xに対して，

ax+ b(1− x) = axb1−x

が成り立つ．

2 f(x) = x3 − 3x+ 1，g(x) = x2 − 2とし，方程式 f(x) = 0について考える．こ
のとき，以下のことを示せ．

(1) f(x) = 0は絶対値が 2より小さい 3つの相異なる実数解をもつ．

(2) αが f(x) = 0の解ならば，g(α)も f(x) = 0の解となる．

(3) f(x) = 0の解を小さい順に α1, α2, α3 とすれば

g(α1) = α3, g(α2) = α1, g(α3) = α2

となる．

3 aを 0 5 a <
π

2
の範囲にある実数とする．2つの直線 x = 0，x =

π

2
および 2つ

の曲線 y = cos(x− a)，y = − cosxによって囲まれる図形をGとする．このと
き，以下の問に答えよ．

(1) 図形Gの面積を Sとする．Sを aを用いた式で表せ．

(2) aが 0 5 a <
π

2
の範囲を動くとき，Sを最大にするような aの値と，その

ときの Sの値を求めよ．

(3) 図形Gを x軸の回りに 1回転させてできる立体の体積を V とする．V を
aを用いた式で表せ．
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4 大小 2つのサイコロを同時に 1回投げて，大きいサイコロの出た目の数A，お
よび小さいサイコロの出た目の数Bに応じて得点を競うゲームを考える．ただ
し，このゲームには 6種類の得点Xn (1 5 n 5 6)があって，それぞれ，次の規
則で定められているとする：

Xn =


A (A = nのとき)

B (A < nかつA 6= Bのとき)

aA+ b (A < nかつA = Bのとき)

ここで，a，bは実数の定数である．また，得点Xnの期待値をEnとする．こ
のとき，以下の問に答えよ．

(1) A，Bのとり得る値に対する得点X3およびX4の値を，答案用紙の表に
それぞれ記入せよ．

答案用紙の表

X3
B

A 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

X4
B

A 1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

(2) E4 − E3を求めよ．

(3) E1 = E2 = · · · = E6となるような a，bはあるか．あれば求めよ．なけれ
ば，そのことを示せ．

5 tを実数として，数列 a1, a2, . . .を

a1 = 1, a2 = 2t,

an+1 = 2tan − an−1 (n = 2)

で定める．このとき，以下の問に答えよ．

(1) t = 1ならば，0 < a1 < a2 < a3 < · · · となることを示せ．
(2) t 5 −1ならば，0 < |a1| < |a2| < |a3| < · · · となることを示せ．
(3) −1 < t < 1ならば，t = cos θとなる θを用いて，

an =
sinnθ

sin θ
(n = 1)

となることを示せ．
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解答例

1 (1) f(x) = log
(
ax+ b(1− x)

)
− x log a− (1− x) log bより

f ′(x) =
a− b

ax+ b(1− x)
− log a+ log b

f ′′(x) = − (a− b)2

{ax+ b(1− x)}2
< 0

(2) f(0) = log b− log b = 0，f(1) = log a− log a = 0

したがって，ロルの定理により

f ′(c) = 0 (0 < c < 1) · · · (∗)

をみたす cが少なくとも 1つ存在する．(1)の結果から，f ′(x)は単調減少
であるから，(∗)をみたす cはただ 1つ存在する．

別解 f(0) = 0，f(1) = 0であるから，平均値の定理により

f ′(c) =
f(1)− f(0)

1− 0
= 0 (0 < c < 1)

f ′(x)は単調減少であるから，上式をみたす cはただ 1つ存在する．

別解 f ′(0) =
a− b

b
− log a+ log b =

a

b
− 1− log

a

b

f ′(1) =
a− b

a
− log a+ log b = −

(
b

a
− 1− log

b

a

)
ここで，g(t) = t− 1− log tとすると g′(t) = 1− 1

t
=

t− 1

t

t (0) · · · 1 · · ·
g′(t) − 0 +

g(t) ↘ 0 ↗

したがって，g(t) = 0 (等号が成立するのは t = 1のとき)

a > b > 0より，0 <
b

a
< 1 <

a

b
であるから

f ′(0) = g
(a
b

)
> 0, f ′(1) = −g

(
b

a

)
< 0

(1)の結果から，f ′(x)は単調減少であるから

f ′(c) = 0 (0 < c < 1)

をみたす cがただ 1つ存在する．
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(3) (1)，(2)の結果から，f(x)の増減表は次のようになる．

x 0 · · · c · · · 1

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 極大 ↘ 0

0 5 x 5 1において，f(x) = 0であるから

log
(
ax+ b(1− x)

)
− x log a− (1− x) log b = 0

ゆえに log
(
ax+ b(1− x)

)
= log axb1−x

よって ax+ b(1− x) = axb1−x

解説 ak > 0, pk > 0 (k = 1, 2, · · · , n)，p1 + p2 + · · ·+ pn = 1に対し，

M = p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan

h(x) = g
( x

M

)
=

x

M
− 1− log

x

M

とおくと，x > 0について h(x) = 0が成り立つ．また，等号が成り立つのは，
x = M のときに限る．

n∑
k=1

pkh(ak) =
n∑

k=1

pk

(
logM − log ak − 1 +

ak
M

)
=

n∑
k=1

(
pk logM − pk log ak − pk +

pkak
M

)
= logM −

n∑
k=1

log ak
pk − 1 +

M

M

= logM − log (a1
p1a2

p2 · · · anpn)

pkh(ak) = 0 (k = 1, 2, · · ·n)であるから (等号が成り立つのは，ak = Mのとき)

logM − log (a1
p1a2

p2 · · · anpn) = 0

したがって p1a1 + p2a2 + · · · + pnan = a1
p1a2

p2 · · · an
pn

(等号が成り立つのは，a1 = a2 = · · · = anのとき)

とくに，p1 = p2 = · · · = pn =
1

n
とすると，次式が成り立つ．

a1 + a2 + · · · + an

n
= n

√
a1a2 · · · an

�
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2 (1) f(x) = x3 − 3x+ 1 より

f ′(x) = 3x2 − 3 = 3(x+ 1)(x− 1)

f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · −1 · · · 1 · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

極大 極小
f(x) ↗ ↘ ↗

3 −1

y = f(x)のグラフは，右の図のようになる．

　

O

y

x
1

2−1
−2

3

−1

1

f(−2) = −1，f(2) = 3，極大値 f(−1) = 3 > 0，極小値 f(1) = −1 < 0で
あるから，f(x) = 0は絶対値が 2より小さい 3つの相異なる実数解をもつ．

(2) αが f(x) = 0の解であるとき

f(g(α)) = g(α)3 − 3g(α) + 1 = (α2 − 2)3 − 3(α2 − 2) + 1

= α6 − 6α4 + 9α2 − 1 = (α3 − 3α)2 − 1

= (α3 − 3α + 1)(α3 − 3α− 1) = f(α)(α3 − 3α− 1) = 0

よって，g(α)も f(x) = 0の解である．

(3) f(
√
3) = f(−

√
3) = 1であるから，(1)のグラフから

−2 < α1 < −
√
3, 0 < α2 < 1, 1 < α3 <

√
3

ゆえに α2
2 − 2 < α3

2 − 2 < α1
2 − 2 すなわち g(α2) < g(α3) < g(α1)

α1 < α2 < α3であるから，(2)の結果より

g(α2) = α1, g(α3) = α2, g(α1) = α3

解説 f(2 cos θ) = (2 cos θ)3 − 3·2 cos θ + 1 = 2 cos 3θ + 1

0 5 θ 5 πにおける 2 cos 3θ + 1 = 0の解は θ =
2

9
π,

4

9
π,

8

9
π

条件により α1 = 2 cos
8

9
π, α2 = 2 cos

4

9
π, α3 = 2 cos

2

9
π

g(2 cos θ) = (2 cos θ)2 − 2 = 2 cos 2θ であるから

g(α1) = g

(
2 cos

8

9
π

)
= 2 cos

16

9
π = 2 cos

2

9
π = α3

g(α2) = g

(
2 cos

4

9
π

)
= 2 cos

8

9
π = α1

g(α3) = g

(
2 cos

2

9
π

)
= 2 cos

4

9
π = α2

�
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3 (1) 右の図から求める面積 Sは

S =

∫ π
2

0

{cos(x− a)− (− cos x)}dx

=

[
sin(x− a) + sinx

]π
2

0

= sin
(π
2
− a

)
− sin(−a) + 1

= sin a + cos a + 1

　

O

y

xπ
2

a

1

−1

(2) (1)の結果から S =
√
2 sin

(
a+

π

4

)
+ 1

0 5 a <
π

2
より，a =

π

4
のとき，Sは最大値

√
2 + 1をとる．

(3) cosx− cos(x− a) = −2 sin
2x− a

2
sin

a

2

y = cos x，y = cos(x− a)の交点の x座標は

sin
2x− a

2
= 0 ゆえに x =

a

2

　

O

y

xπ
2

a

1

a
2

右の図から，求める体積 V は

V

π
=

∫ a
2

0

cos2 x dx+

∫ π
2

a
2

cos2(x− a) dx

=
1

2

∫ a
2

0

cos 2x dx+
1

2

∫ π
2

a
2

cos 2(x− a) dx+
1

2

∫ π
2

0

dx

=

[
1

4
sin 2x

]a
2

0

+

[
1

4
sin 2(x− a)

]π
2

a
2

+
1

2

[
x

]π
2

0

=
1

4
sin a+

1

4
sin(π − 2a)− 1

4
sin(−a) +

π

4

=
1

4
sin 2a+

1

2
sin a+

π

4

よって V =
π

4
(sin 2a + 2 sin a + π) �



7

4 (1)
X3

B
A 1 2 3 4 5 6

1 a+ b 2 3 4 5 6

2 1 2a+ b 3 4 5 6

3 3 3 3 3 3 3

4 4 4 4 4 4 4

5 5 5 5 5 5 5

6 6 6 6 6 6 6

X4
B

A 1 2 3 4 5 6

1 a+ b 2 3 4 5 6

2 1 2a+ b 3 4 5 6

3 1 2 3a+ b 4 5 6

4 4 4 4 4 4 4

5 5 5 5 5 5 5

6 6 6 6 6 6 6

(2) X3とX4は 3行目の値だけ異なり，他の行の値は等しいから

E4 − E3 =
1 + 2 + (3a+ b) + 4 + 5 + 6

36
− 3·6

36
=

3a + b

36

(3) XkとXk+1はk行目の値だけ異なり，他の行の値は等しいから (1 5 k 5 5)

Ek+1 − Ek =
21− k + (ka+ b)

36
− 6k

36
=

(a− 7)k + b+ 21

36

E1 = E2 = · · · = E6となるのは，1 5 k 5 5に対してEk+1 −Ek = 0 が成
立することであるから

a− 7 = 0, b+ 21 = 0 よって a = 7, b = −21

�
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5 (1) t = 1のとき，自然数 nについて

an+1 > an > 0 · · · (∗)

［1］a2 = 2t = 2 > a1
よって，n = 1のとき，(∗)が成立する．

［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると，ak+2 = 2tak+1 − akより

ak+2 − ak+1 = 2(t− 1)ak+1 + ak+1 − ak > ak+1 − ak > 0

n = k + 1のときも，(∗)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．

(2) an = (−1)n−1bnとすると，an+2 = 2tan+1 − anより

(−1)n+1bn+2 = 2t(−1)nbn+1 − (−1)n−1bn

ゆえに bn+2 = (−2t)bn+1−bn， t 5 −1のとき b2 = −2t = 2 > 1 = b1

これを (1)の結果に適用すると

0 < b1 < b2 < b3 < · · · ゆえに 0 < a1 < −a2 < a3 < · · ·

よって 0 < |a1| < |a2| < |a3| < · · ·

別解 an+1 = 2tan − an−1より

|an+1| = |2tan − an−1| = 2|t||an| − |an−1|

t 5 −1より，|t| = 1であるから

|an+1| − |an| = |an| − |an−1|+ 2(|t| − 1)|an| = |an| − |an−1|

|a2| − |a1| = |2t| − 1 > 0であるから

|an+1| − |an| = |an| − |an−1| = · · · = |a2| − |a1| > 0

よって 0 < |a1| < |a2| < |a3| < · · ·
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(3) (A) an =
sinnθ

sin θ
(n = 1)

［1］a1 =
sin θ

sin θ
= 1，a2 =

sin 2θ

sin θ
= 2 cos θ = 2t

よって，n = 1, 2のとき，(A)は成立する．

［2］n 5 kのとき，(A)が成立すると仮定すると

ak+1 = 2tak − ak−1

= 2 cos θ·sin kθ
sin θ

− sin(k − 1)θ

sin θ

=
2 cos θ sin kθ − sin(k − 1)θ

sin θ

=
2 cos θ sin kθ − (sin kθ cos θ − cos kθ sin θ)

sin θ

=
sin kθ cos θ + cos kθ sin θ

sin θ
=

sin(k + 1)θ

sin θ

よって，n = k + 1のときも，(A)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(A)が成立する．

別解 漸化式 an+1 − 2(cos θ)an + an−1 = 0の特性方程式は

x2 − 2(cos θ)x+ 1 = 0 これを解いて x = cos θ ± i sin θ

α = cos θ + i sin θ，β = cos θ − i sin θとおくと

an+1 − (α + β)an + αβan−1 = 0

a1 = 1，a2 = 2 cos θより an =
αn − βn

α− β

よって an =
(cos θ + i sin θ)n − (cos−i sin θ)n

(cos θ + i sin θ)− (cos θ − i sin θ)
=

sinnθ

sin θ
�


