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令和３年度　広島大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理・工・医・歯・薬・教育 (自然系・理数系)・

総合学科 (理科系)・生物生産

• 1 , 2 , 3 , 4 必答， 5 , 6 から 1題選択

1 aを実数とする．関数 f(x) = −2

3
x3 +

2a+ 1

2
x2 − ax が x = aで極大値をとる

とき，次の問いに答えよ．

(1) aの満たす条件を求めよ．

(2) 次の不等式を解け．
|x+ 1|+ |x− 2| 5 4

(3) xが (2)の範囲を動くとき，f(x)の最大値と最小値を aを用いて表せ．

2 座標平面において，二つの放物線

y = x2, y = −
√
2x2 + 3x+

√
2

上にそれぞれ点A(1, 1)，点C(
√
2− 1,

√
2 + 1)をとる．次の問いに答えよ．

(1) 放物線 y = x2上に点Aと異なる点 Bがあり，
−→
ABと

−→
CBは垂直であると

する．このとき，Bの座標を求めよ．

(2) 放物線 y = −
√
2x2 + 3x +

√
2上に点Cと異なる点Dがあり，

−→
ADと

−→
CD

は垂直であるとする．このとき，Dの座標を求めよ．

(3) B，Dはそれぞれ (1)，(2)で定めたものとする．このとき，四角形ABCD

が正方形であることを示せ．

3 1個のさいころを 3回投げる．1回目に出た目の数を a，2回目に出た目の数を
b，3回目に出た目の数を cとする．また，

f(x) = (−1)ax2 + bx+ c

とする．次の問いに答えよ．

(1) b2 > 4cである確率を求めよ．

(2) 2次方程式 f(x) = 0が異なる二つの実数解をもつ確率を求めよ．

(3) 2次方程式 f(x) = 0が異なる二つの実数解をもつとき，f ′(1) = 7である
条件付き確率を求めよ．

(4) 2次方程式 f(x) = 0が異なる二つの実数解をもつとき，少なくとも一つ
が正の解である条件付き確率を求めよ．
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4 a, b, cを実数とし，2次方程式 x2 + x− (c− 1) = 0が実数解 α, β (α < β)を
もつとする．さらに，二つの等式 a+ b = c2，aα+ bβ + c = 0が成り立つとき，
次の問いに答えよ．

(1) α，βおよび b− aを，それぞれ cを用いて表せ．

以下において，a，b，cを自然数とする．

(2)
√
4c− 3が自然数でないとき，自然数 a，b，cの組を求めよ．

(3) 自然数 sを用いて，4c− 3 = s2と表されるとき，sと aは等式

s5 − s4 + 6s3 + 2s2 + (9− 32a)s = −15

を満たすことを示せ．

(4) (3)のとき，自然数 a，b，cの組をすべて求めよ．

5 座標平面において，曲線 y = ex上の点 P(t, et)における法線を `とし，`と y

軸との交点をQとする．t 6= 0のとき，線分PQの中点をRとし，t = 0のとき
はR(0, 1)とする．次の問いに答えよ．

(1) 直線 `の方程式を求めよ．

(2) tが実数全体を動くとき，点Rのえがく曲線Cの方程式を求めよ．

(3) (2)の曲線C，y軸，直線 y = e−2 + e2で囲まれた図形F の面積を求めよ．

(4) (3)の図形 F を x軸のまわりに回転して得られる回転体の体積を求めよ．

6 座標平面において，O(0, 0)，A(4, 0)，P(3, 0)とする．線分OAに点Pで接す
る円Cを内接円とする4OABを考える．ただし，円Cの中心は第 1象限にあ
るとする．次の問いに答えよ．

(1) OBとABの差は一定であることを証明せよ．

(2) 円Cの半径を rとするとき，rのとる値の範囲を求めよ．

(3) rが (2)の範囲で変化するとき，点Bの軌跡の方程式を求めよ．また，そ
の概形をかけ．
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解答例

1 (1) f(x) = −2

3
x3 +

2a+ 1

2
x2 − axより

f ′(x) = −2x2 + (2a+ 1)x− a = −(2x− 1)(x− a)

f ′(x) = 0とすると x =
1

2
, a

x = aで極大となるから，f(x)の増減により
1

2
< a

(2) y = |x+ 1|+ |x− 2|とすると

y =


−2x+ 1 (x 5 −1)

3 (−1 5 x 5 2)

2x− 1 (2 5 x)

グラフから，|x+ 1|+ |x− 2| 5 4の解は

−
3

2
5 x 5

5

2

　

O

y

x2−1

−3
2

5
2

3

4

(3) x =
1

2
は定義域−3

2
5 x 5 5

2
の中央であるから，f(x)の最大値は

max

(
f

(
−3

2

)
, f

(
5

2

))
= max

(
15

4
a+

27

8
,
15

4
a− 175

24

)
=

15

4
a +

27

8

f

(
1

2

)
= −1

4
a+

1

24
= f

(
6a− 1

4

)
であるから

5

2
<

6a− 1

4
すなわち a >

11

6
のとき 最小値 f

(
1

2

)
= −

1

4
a +

1

24

6a− 1

4
5 5

2
すなわち

1

2
< a 5

11

6
のとき 最小値f

(
5

2

)
=

15

4
a −

175

24

x1
2

a2a+1
4

6a−1
4

3−2a
4
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補足 x =
1

2
で極小，x = aで極大となるから，その中央 x =

2a+ 1

4
が変曲点

の x座標となる．ここで，等差数列

3− 2a

4
,
1

2
,
2a+ 1

4
, a,

6a− 1

4

をとると，次式が成立する 1．

f

(
3− 2a

4

)
= f(a), f

(
1

2

)
= f

(
6a− 1

4

)

x =
1

2
を極として，f(x)を展開すると

f(x) = f

(
1

2

)
+ f ′

(
1

2

)(
x− 1

2

)
+

1

2!
f ′′
(
1

2

)(
x− 1

2

)2

− 2

3

(
x− 1

2

)3

= f

(
1

2

)
+

2a− 1

2

(
x− 1

2

)2

− 2

3

(
x− 1

2

)3

d > 0とし，x =
1

2
− d，x =

1

2
+ dに対する f(x)を求めると

f

(
1

2
− d

)
= f

(
1

2

)
+

2a− 1

2
d2 +

2

3
d3

f

(
1

2
+ d

)
= f

(
1

2

)
+

2a− 1

2
d2 − 2

3
d3

上の 2式から f

(
1

2
− d

)
> f

(
1

2
+ d

)
特に，d = 2とすると f

(
−3

2

)
> f

(
5

2

)
�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TSdai/TSdai 2017.pdf (p.6を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TSdai/TSdai_2017.pdf
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2 (1) A(1, 1)と異なる点Bの座標を (b, b2)とすると (b 6= 1)

−→
AB =

(
b− 1

b2 − 1

)
= (b− 1)

(
1

b+ 1

)

また，C(
√
2− 1,

√
2 + 1)，B(b, b2)より

−→
CB =

(
b−

√
2 + 1

b2 −
√
2− 1

)
−→
AB⊥

−→
CBより，

−→
AB·

−→
CB = 0であるから

1·(b−
√
2 + 1) + (b+ 1)(b2 −

√
2− 1) = 0

b3 + b2 −
√
2b− 2

√
2 = 0

(b−
√
2){b2 + (

√
2 + 1)b+ 2} = 0

(b−
√
2)


(
b+

√
2 + 1

2

)2

+
5− 2

√
2

4

 = 0

したがって b =
√
2 よって B(

√
2, 2)

(2) 点C(
√
2− 1,

√
2 + 1)と異なる点Dの座標を (d,−

√
2d2 + 3d+

√
2)とす

ると (d 6=
√
2− 1)

−→
CD =

(
d−

√
2 + 1

−
√
2d2 + 3d− 1

)
= (d−

√
2 + 1)

(
1

−
√
2d+

√
2 + 1

)

また，A(1, 1)，D(d,−
√
2d2 + 3d+

√
2)より

−→
AD =

(
d− 1

−
√
2d2 + 3d+

√
2− 1

)
−→
AD⊥

−→
CDより，

−→
AD·

−→
CD = 0であるから

1·(d− 1) + (−
√
2d+

√
2 + 1)(−

√
2d2 + 3d+

√
2− 1) = 0

2d3 − (2 + 4
√
2)d2 + (2 + 4

√
2)d = 0

d{d2 − (1 + 2
√
2)d+ (1 + 2

√
2)} = 0

d


(
d− 1 + 2

√
2

2

)2

+
4
√
2− 5

4

 = 0

したがって d = 0 よって D(0,
√
2)
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(3) (1)，(2)の結果から

−→
AB = (

√
2− 1, 1),

−→
AD = (−1,

√
2− 1)

−→
ADは

−→
ABを

π

2
だけ回転したもの，すなわち，点Bを点Aを中心に

π

2
だ

け回転させたものがDである．また
−→
BC = (−1,

√
2− 1)より

−→
BC =

−→
AD

よって，四角形ABCDは正方形である．

補足 放物線 C : y = f(x)上の 2点 A(α, f(α))，

B(β, f(β)) を通る直線はC上の x =
α + β

2
における接線と平行である．

f(x) = ax2 + bx+ cとすると

f ′(x) = 2ax+ b

であるから

f(β)− f(α)

β − α
= f ′

(
α + β

2

)

　

x

C

A

B

M

α βα+β
2

~v

本題の放物線について，f(x) = −
√
2x2 + 3x+

√
2とすると

f ′(x) = −2
√
2x+ 3

2点C(
√
2− 1, f(

√
2− 1))，D(d, f(d))を通る直線の傾きは

f ′

(√
2− 1 + d

2

)
= −2

√
2·
√
2− 1 + d

2
+ 3

= −
√
2d+

√
2 + 1 �

3 (1) b2 > 4cより c <
1

4
b2 これを満たす (b, c)の組は，次の 17組

• b = 1, 2のとき cはなし

• b = 3のとき c = 1, 2

• b = 4のとき c = 1, 2, 3

• b = 5, 6のとき c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

よって，求める確率は
17

62
=

17

36
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(2) (i) a = 1, 3, 5のとき，f(x) = −x2 + bx+ cであるから，係数について

D = b2 + 4c > 0

このとき，つねに異なる 2つの実数解をもつ．

(ii) a = 2, 4, 6のとき，f(x) = x2 + bx + cであるから，f(x) = 0が異な
る二つの実数解をもつ条件は

b2 − 4c > 0 すなわち b2 > 4c

よって，求める確率は，(i),(ii)および (1)の結果から

3

6
+

3

6
× 17

36
=

53

72

(3) まず，2つの事象を次のように定める．

A :「2次方程式 f(x) = 0が異なる二つの実数解をもつ」

B :「f ′(1) = 7である」

(2)の結果から P (A) =
53

72

f ′(x) = 2(−1)ax+ bより，f ′(1) = 7のとき

2(−1)a + b = 7

これを満たす (a, b)は，次の 3組

(a, b) = (2, 5), (4, 5), (6, 5)

(ii)より B =⇒ A ゆえに P (B) = P (A ∩B) =
3

62
=

1

12

よって，求める条件付き確率は

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

1

12
53

72

=
6

53
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(4) a = 2, 4, 6のとき，x > 0に対し，f(x) = x2 + bx+ c > 0であるから，こ
のとき，方程式 f(x) = 0は正の解をもたない．

a = 1, 3, 5のとき，(i)より，f(x) = 0は，異なる二つの実数解をもち，そ
れらを α, βとすると，解との係数の関係により

αβ = −c < 0

このとき，少なくとも一つの正の解をもつ．

「f(x) = 0が少なくとも一つの正の解をもつ」事象をCとすると

P (A ∩ C) =
3

6
× 0 +

3

6
× 1 =

1

2

よって，求める条件付き確率は

PA(C) =
P (A ∩ C)

P (A)
=

1

2
53

72

=
36

53

�

4 (1) α, β (α < β)は，2次方程式 x2 + x− (c− 1) = 0の解であるから

α =
−1 −

√
4c − 3

2
, β =

−1 +
√
4c − 3

2

a+ b = c2 · · · 1©，aα+ bβ + c = 0より，β − α 6= 0に注意して

a =
c

β − α
(cβ + 1), b =

c

β − α
(−cα− 1) (∗)

上の 2式および α + β = −1から

b− a =
c

β − α
{−c(α + β)− 2} =

c
√
4c − 3

(c − 2) (∗∗)
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(2)
√
4c− 3が自然数でない有理数であると仮定すると，

√
4c− 3 =

p

q

とする (p, qは互いに素である整数, q 6= 1)．この両辺を平方すると

4c− 3 =
p2

q2

cは自然数より，左辺は自然数であるから，q = 1となり矛盾．

したがって，
√
4c− 3は無理数である．(1)の結果から

(b− a)
√
4c− 3 = c(c− 2)

b− a 6= 0と仮定すると，a, bは自然数であるから，上式の左辺は無理数，
右辺は有理数となり，矛盾．したがって，b− a = 0より

c(c− 2) = 0

cは自然数であるから c = 2 さらに 1©より a = b = 2

(3) (1)の結果から

β − α =
√
4c− 3 = s さらに c =

s2 + 3

4
· · · 2©, β =

−1 + s

2

これらを (∗)の第 1式に代入すると

a =
1

s
·s

2 + 3

4

(
s2 + 3

4
·−1 + s

2
+ 1

)
したがって 32as = (s2 + 3){(s2 + 3)(s− 1) + 8}

これを整理すると s5 − s4 + 6s3 + 2s2 + (9− 32a)s = −15
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(4) (3)の結果から

s{s4 − s3 + 6s2 + 2s+ (9− 32a)} = −15

sは自然数であるから，s = 1, 3, 5, 15の場合について調べればよい．

(∗∗)より b− a =
c(c− 2)

s
· · · 3©

(i) s = 1のとき， 2©より c = 1 これらを 1©， 3©に代入すると

a+ b = 1, b− a = −1

このとき，b = 0となり，条件に反し，不適

(ii) s = 3のとき， 2©より c = 3 これらを 1©， 3©に代入すると

a+ b = 9, b− a = 1

これを解いて a = 4, b = 5

(iii) s = 5のとき， 2©より c = 7 これらを 1©， 3©に代入すると

a+ b = 49, b− a = 7

これを解いて a = 21, b = 28

(iv) s = 15のとき， 2©より c = 57 これらを 1©， 3©に代入すると

a+ b = 3249, b− a = 209

これを解いて a = 1520, b = 1729

(5) よって，求める (a, b, c)の組は

(a, b, c) = (4, 5, 3), (21, 28, 7), (1520, 1729, 57)

�
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5 (1) y = exを微分すると

y′ = ex

したがって，曲線 y = ex上の点 (t, et)に
おける法線の方程式は

y − et = − 1

et
(x− t)

よって y = −e−tx + te−t + et

　

O

y

x

P

Q

t

et

1

R

`

(2) (1)の結果から，2点 P(t, et)，Q(0, te−t + et) の中点R(x, y)は

x =
t

2
, y =

1

2
(te−t + 2et)

上の 2式から tを消去することにより，点Rのえがく軌跡Cの方程式は

C : y = xe−2x + e2x

(3) f(x) = xe−2x + e2xとおくと

f ′(x) = e−2x − 2xe−2x + 2e2x

= e−2x(2e4x − 2x+ 1)

ここで，g(x) = ex − x− 1とおくと g′(x) = ex − 1

x · · · 0 · · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ 0 ↗

g(x) = 0より g(4x) = e4x − 4x− 1 = 0

これを利用すると

f ′(x) =
1

2
e−2x(4e4x − 4x+ 2)

=
1

2
e−2x{(e4x − 4x− 1) + 3(e4x + 1)} > 0

f(x)は単調増加で，f(1) = e−2 + e2である
から，図形 F は右の図の斜線部分である．

　

O

y

x1

1

e−2 + e2

C
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図形 F の面積を Sとすると

S = 1(e−2 + e2)−
∫ 1

0

f(x) dx

= e−2 + e2 −
∫ 1

0

xe−2x dx−
∫ 1

0

e2x dx

= e−2 + e2 +
1

2

[
e−2x

(
x+

1

2

) ]1
0

− 1

2

[
e2x
]1
0

=
7

4
e−2 +

1

2
e2 +

1

4

(4) 求める回転体の体積を V とすると

V

π
= (e−2 + e2)2 −

∫ 1

0

(xe−2x + e2x)2 dx

= (e−2 + e2)2 −
∫ 1

0

x2e−4x dx−
∫ 1

0

2x dx−
∫ 1

0

e4x dx

= (e−2 + e2)2 +
1

4

[
e−4x

(
x2 +

x

2
+

1

8

) ]1
0

−
[
x2

]1
0

− 1

4

[
e4x
]1
0

=
45

32
e−4 +

3

4
e4 +

39

32

よって V = π

(
45

32
e−4 +

3

4
e4 +

39

32

)
補足 次の積分公式が利用できる 2．∫

epxf(x) dx =
epx

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C∫

e−pxf(x) dx = −e−px

p

{
f(x) +

f ′(x)

p
+

f ′′(x)

p2
+

f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

上の第 2式は第 1式の pを−pに置き換えたものである．本題では∫
x2e−4x dx = −1

4
e−4x

{
x2 +

(x2)′

4
+

(x2)′′

42

}
+ C

= −1

4
e−4x

(
x2 +

x

2
+

1

8

)
+ C

�

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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6 (1) 2辺AB，BOとCの接点をそれぞれQ，Rとし，BQ = BR = dとすると

OB = 3 + d, AB = 1 + d

よって OB− AB = (3 + d)− (1 + d) = 2

A

B

P

Q

R

3

3

1

d
d

I

r

θ αO

y

x4

C

(2) Cの中心を Iとし，∠IOA = θ，∠OAI = αとすると

r = 3 tan θ = tanα

B = π − (2θ + 2α) > 0 ゆえに θ + α <
π

2

tan(θ + α) > 0であるから

tan(θ + α) =
tan θ + tanα

1− tan θ tanα
=

r
3
+ r

1− r
3
·r

=
4r

3− r2
> 0

したがって 3− r2 > 0 よって 0 < r <
√
3

(3) B(x, y)とおくと (y > 0)，(1)の結果から

OB− 2 = AB

これにOB =
√

x2 + y2，AB =
√
(x− 4)2 + y2を代入すると√

x2 + y2 − 2 =
√
(x− 4)2 + y2

両辺を平方すると

x2 + y2 − 4
√

x2 + y2 + 4 = (x− 4)2 + y2

整理すると 2x− 3 =
√

x2 + y2 · · · 1©

さらに両辺を平方すると

4x2 − 12x+ 9 = x2 + y2 ゆえに (x− 2)2 − y2

3
= 1 (∗)
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y > 0および 1©から，双曲線 (∗)の x > 3, y > 0の部分で，その概形は下
の図の実線部分である．また漸近線は y =

√
3(x− 2)である．

O

y

x
2 3

−2
√
3

�


