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平成29年度　広島大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理・工・医・歯・薬・教育 (自然系・理数系)・

総合学科 (理科系)・生物生産

問題 1 2 3 4 5

1 数列 {an}を

a1 = tan
π

3
, an+1 =

an√
an2 + 1 + 1

(n = 1, 2, 3, · · · )

により定める．次の問いに答えよ．

(1) a2 = tan
π

6
，a3 = tan

π

12
であることを示せ．

(2) 一般項 anの表す nの式を推定し，それが正しいことを数学的帰納法によ
り証明せよ．

(3) lim
n→∞

2nanを求めよ．

2 a > 0とする．次の問いに答えよ．

(1) 関数 f(t) = t3 − 2at+ 1の区間 t = 0における最小値を，aを用いて表せ．

(2) (1)で求めた最小値が 0となるときの aの値をAとおく．A3を求めよ．

(3) 座標平面上の曲線 y = x4を C1，点 (0, a)を中心とする半径 aの円を C2

とする．C1とC2の共有点の個数を調べよ．

(4) 座標平面において，点Pが曲線 y = x4上を動くときの点Pと点 (0, a)の
距離の最小値を考える．その最小値が aに等しくなるような aの値の範囲
を求めよ．
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3 表が出る確率が p，裏が出る確率が 1− pであるようなコインがある．ただし，
0 < p < 1である．このとき，下図のような正三角形の 3頂点A，B，Cを次の
規則で移動する動点Rを考える．

コインを投げて表が出ればRは反時計まわりに隣の頂点に移動し，裏
が出ればRは時計まわりに隣の頂点に移動する．

Rは最初 Aにあり，全部で (2N + 3)回移動する．ここで，N は自然数であ
る．移動回数がちょうど kに達したときにRがAに初めて戻る確率をPk (k =

2, 3, · · · , 2N + 3)とする．次の問いに答えよ．

(1) P2，P3を求めよ．

(2) P2m, P2m+1 (2 5 m 5 N + 1)を求めよ．

(3) p =
1

2
とする．移動回数がちょうど 2N + 3に達したときにRがAに 2度

目に戻る確率Qを求めよ．

A

B C
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4 座標空間内の平面 H : z = 0とその上の曲線 C :
x2

4
+ y2 = 1を考える．

C 上の点を通り z軸に平行な直線の全体が作る曲面をK とする．C 上の 2点

A

(
−1,

√
3

2
, 0

)
，B

(
−1,−

√
3

2
, 0

)
に対し，線分ABを含み平面H と 45◦の

角をなす平面を T とする．ただし，平面 T と z軸の交点の z座標は正であると
する．平面H，平面 T および曲面Kが囲む二つの立体のうち z軸と交わるも
のを V とする．次の問いに答えよ．

(1) 立体V と平面Hの共通部分 (下図の灰色で示される部分)の面積を求めよ．

(2) 立体 V を平面 x = t (−1 < t < 2)で切ったとき，断面の面積 S(t)を tを
用いて表せ．

(3) 立体 V の体積を求めよ．

45◦ O
x

z

y

A

B

5 x座標，y 座標がともに整数である座標平面上の点を格子点とよぶ．格子点
O(0, 0)およびA(50, 14)を考える．次の問いに答えよ．

(1)
−→
OP·

−→
OA = 6を満たす格子点 Pを一つ求めよ．

(2) mを自然数とする．
−→
OP·

−→
OA = 6を満たす格子点Pのうち，長さOPがm

番目に小さい点を Pmとする．P1および P2を求めよ．

(3) Pmを (2)で定めた格子点とする．自然数 kに対し，ベクトル
−−−−−−→
P2kP2k+1お

よび
−−−−−−→
P2kP2k+2 を成分表示せよ．

(4) Pmを (2)で定めた格子点とする．Qを
−→
OQ =

−−−−→
P14P16 を満たす点とする．

四角形OQP16P14の周および内部に含まれる格子点をすべて求めよ．
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解答例

1 (1) an = tan θn

(
−π

2
< θn <

π

2

)
· · · (∗) とおくと

a1 = tan
π

3
より θ1 =

π

3
· · · 1©

an+1 =
an√

an2 + 1 + 1
より

tan θn+1 =
tan θn√

tan2 θn + 1 + 1
=

sin θn
1 + cos θn

=
2 sin

θn
2
cos

θn
2

2 cos2
θn
2

=
sin

θn
2

cos
θn
2

= tan
θn
2

ゆえに θn+1 =
θn
2

· · · 2© すなわち θn =
π

3

(
1

2

)n−1

=
π

3·2n−1
· · · (∗∗)

したがって an = tan
π

3·2n−1
よって a2 = tan

π

6
，a3 = tan

π

12

(2) (∗)を用いて，anは (∗∗)であると推定する．

［1］n = 1のとき， 1©より，(∗∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗∗)が成立する，

すなわち，θk =
π

3·2k−1
と仮定すると， 2©より

θk+1 =
1

2
θk =

1

2
· π

3·2k−1
=

π

3·2k

したがって，n = k + 1のときも (∗∗)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗∗)は成立する．

よって an = tan
π

3·2n−1

(3) (∗∗)より，2n =
2π

3θn
であるから 2nan =

2π

3θn
tan θn =

2π

3
·tan θn

θn

n → ∞のとき，θn → +0であるから

lim
n→∞

2nan = lim
θn→+0

2π

3
·tan θn

θn
=

2π

3

�
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2 (1) f(t) = t3 − 2at+ 1 (a > 0)より

f ′(t) = 3t2 − 2a = 3

(
t+

√
2a

3

)(
t−
√

2a

3

)
t = 0における f(t)増減表は

t 0 · · ·
√

2a
3

· · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) 1 ↘ 極小 ↗

よって，最小値は f

(√
2a

3

)
=

2a

3

√
2a

3
−2a

√
2a

3
+1 = −

4a

3

√
2a

3
+ 1

(2) a = Aのとき，最小値が 0であるから，(1)の結果より

−4A

3

√
2A

3
+ 1 = 0 ゆえに

4A

3

√
2A

3
= 1

両辺を平方すると
16A2

9
·2A
3

= 1 よって A3 =
27

32

(3) C1 : y = x4，C2 : x
2 + (y − a)2 = a2から yを消去すると

x2 + (x4 − a)2 = a2 整理すると x2(x6 − 2ax2 + 1) = 0 · · · (∗)

C1とC2の共有点の個数は，方程式 (∗)の実数解の個数に等しい．
t = x2 · · · 1©とおくと，上の方程式は tf(t) = 0 · · · (∗∗)

(1)の結果を利用すると，f(t) = 0 (t = 0)の解の個数は，次のようになる．

f

(√
2a

3

)
> 0，すなわち，0 < a <

3

2 3
√
4
のとき 0個

f

(√
2a

3

)
= 0，すなわち，a =

3

2 3
√
4
のとき 1個

f

(√
2a

3

)
< 0，すなわち，

3

2 3
√
4
< aのとき 2個

1©より，これらの正の解 tに対し，(∗)の解はそれぞれ x = ±
√
tである．

(∗)，(∗∗)より 0 < a <
3

2 3
√
4
のとき 1個

a =
3

2 3
√
4
のとき 3個

3

2 3
√
4
< a のとき 5個
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補足 aの値によるC1とC2の共有点は次のようになる．

O

y

x O

y

x O

y

x

a
a a

C1C1C1

C2

C2

C2

共有点 1個 (a < A) 共有点 3個 (a = A) 共有点 5個 (a > A)

(4) C1上の点 (x, x4)と点 (0, a)間の距離を dとすると

d2 = x2 + (x4 − a)2 = x8 − 2ax4 + x2 + a2

dの最小値が aであるとき，d2 = a2であるから

x8 − 2ax4 + x2 + a2 = a2 ゆえに x2(x6 − 2ax2 + 1) = 0

上式が常に成り立つとき，任意の xに対して

x6 − 2ax2 + 1 = 0

が成立する aの範囲であるから，t = x2とおくと，t = 0において，常に

f(t) = 0

を満たす aの範囲である．

したがって，(1)の結果から f

(√
2a

3

)
= 0を満たす aの範囲は (a > 0)

−4a

3

√
2a

3
+ 1 = 0 ゆえに a 5 3

2 3
√
4
よって 0 < a 5

3

2 3
√
4

�
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3 (1) P2は，A → B → AまたはA → C → A と移動する確率より

P2 = p(1− p) + (1− p)p = 2p(1 − p)

P3は，A → B → C → AまたはA → C → B → A と移動する確率より

P3 = p3 + (1 − p)3

(2) 移動回数がちょうど 2mに達したとき，RがAに初めて戻る場合，最初に
A → Bと移動しBC間をm− 1回往復して最後にB → A と移動するか，
最初にA → Cと移動し CB間をm − 1回往復して最後に C → Aと移動
する確率であるから

P2m = p{p(1− p)}m−1(1− p) + (1− p){(1− p)p}m−1p

= 2{p(1 − p)}m

移動回数がちょうど 2m+ 1に達したとき，RがAに初めて戻る場合，最
初に A → Bと移動し BC間をm − 1回往復して最後に B → C → A と
移動するか，最初に A → Cと移動し CB間をm − 1回往復して最後に
C → B → Aと移動する確率であるから

P2m+1 = p{p(1− p)}m−1p2 + (1− p){(1− p)p}m−1(1− p)2

= {p3 + (1 − p)3}{p(1 − p)}m−1

(3) p =
1

2
のとき p(1− p) =

1

4
, p3 + (1− p)3 =

1

4

q =
1

4
とおくと，(2)の結果から P2m = 2qm, P2m+1 = q·qm−1 = qm

移動回数が 2k (1 5 k 5 N)のときRがAに初めて戻り，2N + 3回目に
RがAに 2度目に戻る確率は

P2kP2(N−k+1)+1 = 2qk·qN−k+1 = 2qN+1

移動回数が 2k+1 (1 5 k 5 N)のときRがAに初めて戻り，2N +3回目
にRがAに 2度目に戻る確率は

P2k+1P2(N−k+1) = qk·2qN−k+1 = 2qN+1

よって，求める確率は
N∑
k=1

{P2kP2(N−k+1)+1 + P2k+1P2(N−k+1)} =
N∑
k=1

(2qN+1 + 2qN+1)

=
N∑
k=1

qN = NqN =
N

4N

�
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4 (1)
x2

4
+ y2 = 1より，求める面積を Sとすると S = 2

∫ 2

−1

√
1− x2

4
dx

x = 2 cos θとおくと
dx

dθ
= −2 sin θ

x −1 −→ 2

θ 2
3
π −→ 0

よって S = 2

∫ 0

2π
3

√
1− cos2 θ(−2 sin θ) dθ

=

∫ 2π
3

0

4 sin2 θ dθ =

∫ 2π
3

0

(2− 2 cos 2θ) dθ

=

[
2θ − sin 2θ

] 2π
3

0

=
4π

3
+

√
3

2

別解 楕円
x2

4
+ y2 = 1を x軸を元に y軸方向に 2倍に拡大したものは，中心が

原点で半径 2の円．このとき，2点A

(
−1,

√
3

2

)
，B

(
−1,−

√
3

2

)
が移動

した点をそれぞれA′(−1,
√
3)，B′(−1,−

√
3)とおくと，∠A′OB =

2π

3

2S =
1

2
·22 sin 2π

3
+

1

2
·22·4π

3
=

√
3 +

8π

3
よって S =

√
3

2
+

4π

3

O

y

x O

y

x
2

1

2

2

A

B

A′

B′

−1−1

S

2S

(2) 平面 x = t (−1 < t < 2)と楕円柱面
x2

4
+ y2 = 1との交点の y座標は

t2

4
+ y2 = 1 ゆえに y = ±

√
1− t2

4

平面x = t (−1 < t < 2)と平面T : z = x+1との交点のz座標は z = t+1

V を平面 x = t (−1 < t < 2)で切った断面は，底面 2

√
1− t2

4
，高さ t+ 1

の長方形であるから

S(t) = 2(t + 1)

√
1 −

t2

4
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(3) V の体積は，(2)の結果および (1)で求めた定積分に注意して∫ 2

−1

S(t) dt =

∫ 2

−1

2t

√
1− t2

4
dt+ 2

∫ 2

−1

√
1− t2

4
dt

=

[
−8

3

(
1− t2

4

) 3
2
]2
−1

+ S

=
√
3 +

(
4π

3
+

√
3

2

)
=

4π

3
+

3
√
3

2

�

5 (1) O(0, 0)，A(50, 14)より，P(x, y)とおくと，
−→
OP·

−→
OA = 6より

50x+ 14y = 6 ゆえに 25x+ 7y = 3 · · · 1©

x，yは整数であるから，25 ≡ 4 (mod 7)より， 1©は

4x ≡ 3 ゆえに 8x ≡ 6 すなわち x ≡ −1 (mod 7)

整数 kを用いて，x = 7k − 1とおき，これを 1©に代入すると

25(7k − 1) + 7y = 3 ゆえに y = −25k + 4

したがって (x, y) = (7k − 1,−25k + 4) · · · (∗)

k = 0を (∗)に代入すると (−1, 4)

(2) (∗)より OP2 = (7k − 1)2 + (−25k + 4)2 = 674k2 − 214k + 17

= 647

(
k − 107

647

)2

− 1072

647
+ 17

したがって，mと kは次のように対応する．

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
k 0 1 −1 2 −2 3 −3 4 −4 5 · · ·

よって P1(−1, 4), P2(6,−21)

(3) (∗)および (2)の表から P2k(7k − 1,−25k + 4) · · · (∗∗)

また P2k+1(7(−k)−1, −25(−k)+4) すなわち P2k+1(−7k−1, 25k+4)

(∗∗)より，P2k+2(7k + 6, − 25k − 21) であるから

−−−−−−→
P2kP2k+1 = (−14k, 50k),

−−−−−−→
P2kP2k+2 = (7,−25)
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(4) (∗∗)および (3)の結果に k = 7を代入すると

P14(48,−171),
−−−−→
P14P16 = (7,−25)

−→
OQ =

−−−−→
P14P16より Q(7,−25)

直線OQの方程式は 25x+ 7y = 0

直線 P14P16の方程式は

　O

Q
P14

P16

25(x− 48) + 7(y + 171) = 0 すなわち 25x+ 7y = 3

直線OP14の方程式は 171x+ 48y = 0

直線QP16の方程式は

171(x− 7) + 48(y + 25) = 0 すなわち 171x+ 48y = −3

したがって，四角形OQP16P14の周および内部を表す領域は{
0 5 25x+ 7y 5 3

−3 5 171x+ 48y 5 0

この領域内の点 (x, y)が格子点であるとき，25x + 7yおよび 171x + 48y

は整数であるから，整数 i, j (0 5 i 5 3, − 3 5 j 5 0)を用いて{
25x+ 7y = i

171x+ 48y = j
ゆえに x = 16i− 7j

3
, y = −57i+

25j

3

x，yは整数であるから，条件を満たす (i, j)の組は

(i, j) = (0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (0,−3), (1,−3), (2,−3), (3,−3),

よって，これに対応する格子点 (x, y)は

(0, 0), (16,−57), (32,−114), (48,−171),

(7,−25), (23,−82), (39,−139), (55,−196)

�


