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平成23年度　広島大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理・工・医・歯・薬・教育 (自然系・理数系)・

総合学科 (理科系)・生物生産

問題 1 2 3 4 5

1 実数 a，bに対して，2次正方行列Aと列ベクトルBを

A =

(
a 2− a

1 + a 2

)
, B =

(
2b

b

)

と定め，E =

(
1 0

0 1

)
とする．等式

(
x′

y′

)
= A

(
x

y

)
+B

により，座標平面上の点 P(x, y)に対し点 P′(x′, y′)が定まるものとする．次
の問いに答えよ．

(1) a = b = −1のとき，点 P′(3, 2)となる点 P(x, y)を求めよ．

(2) A2 = kE (kは実数)を満たすとき，a，kの値を求めよ．

(3) どんな点 Pに対しても点 P′が原点Oに一致しないための a，bの条件を
求めよ．

2 次の問いに答えよ．

(1) log2 3 =
m

n
を満たす自然数m，nは存在しないことを証明せよ．

(2) p，qを異なる自然数とするとき，p log2 3と q log2 3の小数部分は等しくな
いことを証明せよ．

(3) log2 3の値の小数第 1位を求めよ．
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3 次の問いに答えよ．

(1) a，b，cを定数とする．関数 f(x) = a cos2 x+ 2b cos x sin x+ c sin2 xが定
数となるための a，b，cの条件を求めよ．

(2) 関数

g(x) = 4 cos2 x+ 2 cos x sin x+ sin2 x− 5

2

(
−π

4
5 x 5 π

4

)
が最大値をとる xの値を θとする．cos 2θ，sin 2θの値を求めよ．

(3) (2)の関数 g(x)と θに対して，定積分
∫ θ

0

g(x) dxを求めよ．

4 平面上で，線分 ABを 1 : 2に内分する点をOとし，Oを中心とする半径OB

の円をS，円Sと直線ABとの交点のうち点Bと異なる方をCとする．点Pは
円 Sの内部にあり，線分BC上にないものとする．円 Sと直線PBとの交点の
うち点 Bと異なる方をQとする．

−→
PA = ~a，

−→
PB = ~b，∠APB = θとおくとき，

次の問いに答えよ．

(1)
−→
PO，

−→
PC，

−→
OBを~a，~b で表せ．

(2) 点 Pが円 Sの内部にあることを用いて，cos θ <
|~b|
4|~a|
を証明せよ．

(3) PQの長さを |~a|，|~b|，θで表せ．

(4) PA = 3，PB = 2とする．4QAB = 34POB を満たすとき，4PABの面
積を求めよ．

5 4ABCの頂点は反時計回りにA，B，Cの順に並んでいるとする．点Aを出発
した石が，次の規則で動くとする．

コインを投げて表が出たとき反時計回りに隣の頂点に移り，裏が出

たときは動かない．コインを投げて表と裏の出る確率はそれぞれ
1

2
とする．

コインを n回投げたとき，石が点A，B，Cにある確率をそれぞれ an，bn，cn
とする．次の問いに答えよ．

(1) a1，b1，c1の値を求めよ．

(2) an+1，bn+1，cn+1を an，bn，cnで表せ．また，a2，b2，c2および a3，b3，
c3の値を求めよ．

(3) an，bn，cnのうち 2つの値が一致することを証明せよ．

(4) (3)において一致する値を pnとするとき，pnを nで表せ．
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解答例

1 (1) a = b = −1のとき，A =

(
−1 3

0 2

)
，B =

(
−2

−1

)
より

(
3

2

)
=

(
−1 3

0 2

)(
x

y

)
+

(
−2

−1

)

ゆえに

(
−1 3

0 2

)(
x

y

)
=

(
5

3

)

したがって

(
x

y

)
=

1

−2

(
2 −3

0 −1

)(
5

3

)
=

1

2

(
−1

3

)

よって P

(
−
1

2
,
3

2

)
(2) ハミルトン・ケリーの定理により A2 − (a+ 2)A+ (a2 + a− 2)E = O

これにA2 = kEを代入すると

kE − (a+ 2)A+ (a2 + a− 2)E = O

(a+ 2)A = (k + a2 + a− 2)E

a+ 2 = 0のとき，k + a2 + a− 2 = 0であるから a = −2, k = 0

a+ 2 6= 0のとき，AはEのスカラー倍となり，Aに反する．

よって a = −2, k = 0

(3) X =

(
x

y

)
とおく．Aが正則であるとき，X = −A−1B とすると，点P′

が原点に一致する．

したがって，detA = 0は求める条件の必要条件である．

detA = 0より a2 + a− 2 = 0 これを解いて a = −2, 1

(i) a = −2のとき

AX +B =

(
−2 4

−1 2

)(
x

y

)
+

(
2b

b

)

= (−x+ 2y + b)

(
2

1

)

−x+2y+ b = 0をみたす点P(x, y)をとると点P′が原点に一致する．
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(ii) a = 1のとき

AX +B =

(
1 1

2 2

)(
x

y

)
+

(
2b

b

)

= (x+ y)

(
1

2

)
+ b

(
2

1

)

b 6= 0のとき，点 P′は原点Oに一致しない．

(i)，(ii)より a = 1, b 6= 0 �

2 (1) log2 3 =
m

n
より 2

m
n = 3 ゆえに 2m = 3n

m，nは，自然数であるから，上式は素因数分解の一意性に反する．

よって，log2 3 =
m

n
を満たす自然数m，nは存在しない．

補足 自然数m，nに対し，2m = 3nの左辺は偶数，右辺は奇数であるから矛盾．

(2) p log2 3と q log2 3の小数部分が等しくなる自然数 p，qに対し (p 6= q)

p log2 3− q log2 3

は整数であるから，これを lとすると

(p− q) log2 3 = l ゆえに log2 3 =
l

p− q

これは (1)の結果に反するので，p log2 3と q log2 3の小数部分が等しくな
る自然数 p, q (p 6= q)は存在しない．

(3) 8 < 9，243 < 256，すなわち，23 < 32，35 < 28 ゆえに 2
3
2 < 3 < 2

8
5

したがって
3

2
< log2 3 <

8

5
すなわち 1.5 < log2 3 < 1.6

よって，log2 3の小数第 1位は 5

補足 log10 2 = 0.3010，log10 3 = 0.4771ということを知っていれば

log2 3 =
log10 3

log10 2

を計算することで，1.5 < log2 3 < 1.6を評価すればよいことが分かる．�
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3 (1) f(x) = a cos2 x+ 2b cos x sin x+ c sin2 x

f(0) = f
(π
2

)
より a = c ゆえに f(x) = c+ b sin 2x

f(x)は，定数であるから b = 0 よって a = c, b = 0

(2) g(x) = 4 cos2 x+ 2 cos x sinx+ sin2 x− 5

2

= 4·1 + cos 2x

2
+ sin 2x+

1− cos 2x

2
− 5

2

= sin 2x+
3

2
cos 2x =

√
13

2

(
3√
13

cos 2x+
2√
13

sin 2x

)
cos 2θ =

3√
13
，sin 2θ =

2√
13
とおくと

(
0 < θ <

π

4

)
g(x) =

√
13

2
(cos 2x cos 2θ + sin 2x sin 2θ)

=

√
13

2
cos 2(x− θ)

上式より，x = θで g(x)は最大となる．

よって cos 2θ =
3

√
13

, sin 2θ =
2

√
13

(3) (2)の結果から ∫ θ

0

g(x) dx =

∫ θ

0

√
13

2
cos 2(x− θ) dx

=

√
13

4

[
sin 2(x− θ)

]θ
0

=

√
13

4
sin 2θ =

√
13

4
· 2√

13
=

1

2

�

4 (1) Oは線分ABを 1 : 2に内分する点であるから

−→
PO =

2~a +~b

3

Cは線分ABを 1 : 4に外分する点であるから

−→
PC =

−4~a+~b

1− 4
=

4~a −~b

3

　

θ

P

OA
BC

Q

1 1 2

~b~a

S

−→
OB =

2

3

−→
AB =

2

3
(~b− ~a) =

−2~a + 2~b

3



6

(2) |
−→
PO| < |

−→
OB|であるから，|2~a+~b| < | − 2~a+ 2~b|より

|2~a+~b|2 < | − 2~a+ 2~b|2 整理すると 4~a·~b < |~b|2

~a·~b = |~a||~b| cos θであるから

4|~a||~b| cos θ < |~b|2 ゆえに cos θ <
|~b|
4|~a|

別解 ∠CPBは鈍角であるから，
−→
PC·

−→
PB < 0より

1

3
(4~a−~b)·~b < 0 整理すると 4~a·~b < |~b|2

(3)
−→
PQ = −k~bとおくと (k > 0)

−→
QC =

−→
PC−

−→
PQ =

4~a−~b

3
− (−k~b) =

1

3
{4~a+ (3k − 1)~b}

−→
QC⊥

−→
PBであるから，

−→
QC·

−→
PB = 0より

1

3
{4~a+ (3k − 1)~b}·~b = 0 ゆえに 4|~a||~b| cos θ + (3k − 1)|~b|2 = 0

kについて解くと k =
|~b| − 4|~a| cos θ

3|~b|

よって PQ = |
−→
PQ| = k|~b| =

1

3
(|~b| − 4|~a| cos θ)

別解
−→
BC·

−→
BP = |

−→
BQ||

−→
BP|であるから

4

3
(~a−~b)·(−~b) = BQ|~b| ゆえに BQ =

4

3
(|~b| − |~a| cos θ)

よって PQ = BQ− BP =
4

3
(|~b| − |~a| cos θ)− |~b| = 1

3
(|~b| − 4|~a| cos θ)

(4) 4QAB = 34POBより BQ·BA = 3BP·BO

BA =
3

2
BOであるから BQ = 2BP ゆえに PQ = PB = |~b| = 2

これと |~a| = PA = 3を (3)の結果に代入すると

2 =
1

3
(2− 4·3 cos θ) ゆえに cos θ = −1

3

sin θ > 0であるから sin θ =
√
1− cos2 θ =

2
√
2

3

よって 4PAB =
1

2
PA·PB sin θ =

1

2
·3·2·2

√
2

3
= 2

√
2 �
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5 (1) コインを 1回投げたとき，石は点Aまたは点 Bにあり，その確率はとも

に
1

2
であるから

a1 =
1

2
, b1 =

1

2
, c1 = 0

(2) 与えられた規則により 

an+1 =
1

2
(an + cn)

bn+1 =
1

2
(an + bn)

cn+1 =
1

2
(bn + cn)

(1)の結果を上の漸化式に順次適用すると

a2 =
1

2
(a1 + c1) =

1

2

(
1

2
+ 0

)
=

1

4

b2 =
1

2
(a1 + b1) =

1

2

(
1

2
+

1

2

)
=

1

2

c2 =
1

2
(b1 + c1) =

1

2

(
1

2
+ 0

)
=

1

4

a3 =
1

2
(a2 + c2) =

1

2

(
1

4
+

1

4

)
=

1

4

b3 =
1

2
(a2 + b2) =

1

2

(
1

4
+

1

2

)
=

3

8

c3 =
1

2
(b2 + c2) =

1

2

(
1

2
+

1

4

)
=

3

8

(3) 数学的帰納法により示す．

［1］a1 = b1であるから，n = 1のとき成立する．

［2］n = kのとき，ak, bk, ckのうち 2つの値が一致するとき，(2)で求め
た漸化式から

ak+1 − bk+1 = −1

2
(bk − ck)

bk+1 − ck+1 = −1

2
(ck − ak)

ck+1 − ak+1 = −1

2
(ak − bk)

が成立するから，ak+1, bk+1, ck+1のうち 2つの値が一致する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，an, bn, cnのうち 2つの値
が一致する．
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(4) an + bn + cn = 1であるから，一致する 2つの値が pnであるとき，残りの
1つは 1 − 2pnである．3つの値 pn, pn, 1 − 2pnを (2)の漸化式に適用す
ることにより

pn+1 =
1

2
{pn + (1− 2pn)} ゆえに pn+1 −

1

3
= −1

2

(
pn −

1

3

)

数列
{
pn −

1

3

}
は，初項 p1 −

1

3
=

1

6
，公比−1

2
の等比数列であるから

pn −
1

3
=

1

6

(
−1

2

)n−1

よって pn =
1

3

{
1 −

(
−
1

2

)n}
�


