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平成13年度　広島大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理・工・医・歯・薬・教育 (自然系・理数系)・

総合学科 (理科系)・生物生産

問題 1 2 3 4 5 6

1 zは 0◦ < arg z < 90◦を満たす複素数とし，複素数平面上の 3点O(0)，A(1)，

B(z)を頂点とする4OABを考える．また，α =
1 +

√
3i

2
とおく．

(1) α2 − α + 1の値を求めよ．

(2) 点 P(w)を直線OBに関して点 Aと反対側に，4POBが正三角形になる
ようにとる．複素数wを zと αを用いて表せ．

(3) 点Q(z + α− αz)に対し，4ABQは正三角形であることを示せ．

(4) arg

(
z + α− αz

w − 1

)
を求めよ．ただし，偏角の範囲は，0◦以上 360◦未満と

する．

2 a > 0とし，極方程式 r = 2a sin θ
(
0 5 θ 5 π

4

)
で表される曲線をCとする．

(1) 曲線 C は円の一部であることを示し，その円の中心と半径を求めよ．さ
らに，曲線Cを図示せよ．

(2) 曲線Cと x軸および直線 x = aで囲まれた図形を，x軸の周りに 1回転し
てできる立体の体積を求めよ．

3 数列 {an}は，関係式

a1 = 2, (an+1 − an)
2 = 2(an+1 + an), an+1 > an (n = 1, 2, 3, · · · )

によって定まっている．

(1) a2, a3, a4を計算せよ．

(2) 一般項 anを nの式で表せ．

(3) lim
n→∞

(
√
an+1 −

√
an ) を求めよ．
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4 次のそれぞれの問いに答えよ．

(1) 行列 A =

(
a b

c d

)
，B =

(
4 2

2 1

)
がAB = Oを満たすとき，行列 A

の 4つの成分の積 abcdは正または 0であることを示せ．

(2) 行列A =

(
a b

c d

)
が逆行列を持たず，3つの成分が正であるとき，残り

の 1つの成分も正であることを示せ．

(3) A，Bを 2× 2行列とする．AB = OかつB 6= Oならば，Aの逆行列A−1

は存在しないことを示せ．

5 関数 f(x)が任意の実数 xに対して

f(x) = x2 −
∫ x

0

(x− t)f ′(t) dt

を満たすとき，次の問いに答えよ．

(1) f(0)の値を求め，さらに f ′(x) = 2x− f(x)が成り立つことを示せ．

(2) (exf(x))′ = 2xexを示せ．

(3) f(x)を求めよ．

6 A，B，Cの 3人が優勝決定戦を行う．まず 3人のうち 2人が対戦し，その勝者
が残りの 1人と対戦する．これをくり返して，2回続けて勝ったものを優勝者

とする．Aと Bが対戦したときにそれぞれが勝つ確率は
1

2
とし，CがAまた

はBと対戦したときにCが勝つ確率は p (0 < p < 1)，負ける確率は 1− pとす
る．第 1回戦はAとBの対戦として次の問いに答えよ．

(1) 第 2回戦では第 1回戦の勝者が残りのCと対戦する．Cが負ければ勝者は
優勝者となるが，Cが勝てばCは第 1回戦の敗者と第 3回戦を行う．第 3

回戦で優勝者が決まる場合の各対戦の勝者を順に並べると，ACCとBCC

の 2通りの順列が得られる．第 4回戦で優勝者が決まる場合の各対戦の勝
者の順列を答えよ．

(2) 第m回戦で優勝者が決まる確率を Fmとする．F2，F3．F4をそれぞれ求
めよ．

(3) 2以上の自然数 nに対して，確率 F3nを求めよ．

(4)
∞∑
n=1

F3nを計算せよ．
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解答例

1 (1) α =
1 +

√
3i

2
より α+ α = 1, αα = 1

したがって，αは 2次方程式 x2 − x+ 1 = 0の解である．

よって α2 − α+ 1 = 0

(2) α = cos 60◦ + i sin 60◦

右の図から

w = αz

　

O

y

x

B(z)

P(w)

A(1)

(3) u = z + α− αzとおくと u− z = α(1− z)

したがって，点Q(u)は点A(1)を点B(z)を中心に 60◦回転した点である．

よって，4ABQは正三角形である．

(4) (1)，(2)の結果から

z + α− αz

w − 1
=

(1− α)z + α

αz
=

−α2z + α

αz − 1
= −α

よって arg
z + α− αz

w − 1
= arg(−α) = 180◦ + 60◦ = 240◦ �
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2 (1) 左下の図から，Cは中心 (0, a)，半径 aの円の一部 (実線部分)である．

O

y

x

2a

θ

r

a

a

O

y

x

2a

a

a

C

C

(2) (1)の結果から C : y = a−
√
a2 − x2 (0 5 x 5 a)

右上の図の斜線部分を x軸の周りに 1回転させたものが求める立体の体積
で，その体積を V とすると

V

π
=

∫ a

0

y2 dx =

∫ a

0

(2a2 − x2 − 2a
√
a2 − x2) dx

=

[
2a2x− x3

3

]a
0

− 2a

∫ a

0

√
a2 − x2 dx

=
5

3
a3 − 2a·πa

2

4
=

(
5

3
− π

2

)
a3

よって V = π

(
5

3
−

π

2

)
a3

別解 下の図の 2つの領域A，Bを x軸の回りに回転させた回転体の体積をそれ
ぞれ VA, VBとすると 1

VA =
2

3
π

∫ π
4

0

r3 sin θ dθ =
2

3
π

∫ π
4

0

(2a sin θ)3 sin θ dθ =
πa3

6
(3π − 8)

VA + VB =
πa3

3
より VB =

πa3

3
− πa3

6
(3π − 8) = π

(
5

3
− π

2

)
a3 �

O

y

x

2a

a

a

O

y

x

2a

a

a

C

C
A

B

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai ri 2016.pdf (p.12を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2016.pdf
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3 (1) (an+1 − an)
2 = 2(an+1 + an)より

an+1 = an + 1±
√
4an + 1

a1 = 2，an+1 > an (n = 1, 2, 3, · · · )であるから

an+1 = an + 1 +
√
4an + 1 (∗)

(∗)より a2 = 6, a3 = 12, a4 = 20

(2) (1)の結果から
an = n(n+ 1) (∗∗)

と仮定すると

［1］n = 1のとき，(∗∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗∗)が成立すると仮定すると，(∗)より

ak+1 = k(k + 1) + 1 +
√

4k(k + 1) + 1

= k2 + k + 1 + (2k + 1) = k2 + 3k + 2

= (k + 1)(k + 2)

したがって，n = k + 1のときも成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗∗)が成立する．

(3) (∗∗)より

√
an+1 −

√
an =

√
(n+ 1)(n+ 2)−

√
n(n+ 1)

=
(n+ 1)(n+ 2)− n(n+ 1)√
(n+ 1)(n+ 2) +

√
n(n+ 1)

=
2(n+ 1)√

(n+ 1)(n+ 2) +
√

n(n+ 1)

=
2√

n+ 2

n+ 1
+

√
n

n+ 1

よって lim
n→∞

(
√
an+1 −

√
an ) =

2

1 + 1
= 1 �
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4 (1) AB =

(
a b

c d

)(
4 2

2 1

)
=

(
4a+ 2b 2a+ b

4c+ 2d 2c+ d

)
AB = Oであるから 2a+ b = 0, 2c+ d = 0

b = −2a，d = −2cより abcd = a(−2a)c(−2c) = 4a2c2 = 0

(2) Aは逆行列を持たないから ad− bc = 0 ゆえに ad = bc

よって，3つの成分が正であるとき，残りの 1つの成分も正である．

(3) Aが正則であると仮定すると，AB = Oより B = O

これは，B 6= Oに反する．したがって．Aは正則でない．

よって，A−1は存在しない． �

5 (1) (∗) f(x) = x2 −
∫ x

0

(x− t)f ′(t) dtより f(0) = 0

f(x) = x2 − x

∫ x

0

f ′(t) dt+

∫ x

0

tf ′(t) dt

= x2 − xf(x) +

∫ x

0

f ′(t) dt

両辺を xで微分すると

f ′(x) = 2x− f(x)− xf ′(x) + xf ′(x)

= 2x− f(x)

(2) (1)の結果から

exf(x) + exf ′(x) = 2xex ゆえに (exf(x))′ = 2xex

(3) (2)の結果を積分すると

exf(x) =

∫
2xex dx = 2ex(x− 1) + C (Cは積分定数)

f(0) = 0であるから 0 = −2 + C ゆえに C = 2

したがって exf(x) = 2ex(x− 1) + 2

よって f(x) = 2(x − 1) + 2e−x �
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6 (1) 第 4回戦で優勝者が決まる順列は ACBB または BCAA

(2) 第 2回戦で優勝者が決まる順列は AA または BB

ゆえに F2 =
1

2
(1− p) +

1

2
(1− p) = 1 − p

第 3回戦で優勝者が決まる順列は ACC または BCC

ゆえに F3 =
1

2
pp+

1

2
pp = p2

(1)の結果から

F4 =
1

2
p(1− p)

1

2
+

1

2
p(1− p)

1

2
=

1

2
p(1 − p)

(3) 第 3n回戦で優勝者が決まるのは，次の順列である．

• ACBが n− 1回繰り返し，最後の 3回がACC

• BCAが n− 1回繰り返し，最後の 3回がBCC

したがって

F3n =

{
1

2
p(1− p)

}n−1

·1
2
pp+

{
1

2
p(1− p)

}n−1

·1
2
pp

= p2

{
1

2
p(1 − p)

}n−1

(4) 0 < p < 1より，0 <
1

2
p(1− p) 5 1

8
であるから

∞∑
n=1

F3n =
p2

1− 1
2
p(1− p)

=
2p2

2 − p + p2

�


