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令和８年度　北海道大学２次試験前期日程 (数学問題)120分
理系 (理，医 (医・保健 (理学・放射線・検査))，歯，獣医，水産)

問題 1 2 3 4 5

1 数列 {an}は次の条件を満たすとする．

a1 = −8, an+1(an + 1) = 2 (n = 1, 2, 3, · · · )

次の問いに答えよ．

(1) an ̸= −2 (n = 1, 2, 3, · · · )を示せ．
(2) bn =

1

an + 2
とおく．bn+1を bnで表せ．

(3) {an}の一般項を求めよ．

2 関数 f(x)を次によって定める．

f(x) =

∫ x

0

{
sin(x− t)− t

4

}2

dt

次の問いに答えよ．

(1)

∫ x

0

t sin(x− t) dtを xの式で表せ．

(2) f(x)を求めよ．

(3) lim
x→0

f(x)

x3
を求めよ．

3 複素数平面上に原点Oを中心とする半径 1の円Cを考える．次の問いに答えよ．

(1) C上の点 αは |α + α| = |α − α|を満たし，αの偏角 θは π

2
< θ < πを満

たすとする．αを求めよ．
(2) βは虚部が正の複素数で，β3 = 1を満たすとする．点 zが βを除く C上
を動くとき，w(z − β) = 1を満たす点 wが描く図形を複素数平面上に図
示せよ．



2

4 Oを原点とする座標空間に 2点P(1, 0, 3)，Q(0, 2, 3)をとる．実数 hは h > 3

を満たすとし，点C(0, 0, h)をとる．3点C，P，Qを通る平面をαとする．さ
らに，αと x軸との交点をA，αと y軸との交点をBとおく．四面体OABCの
体積を V とする．次の問いに答えよ．

(1) Aの x座標を hを用いて表せ．
(2) V を hを用いて表せ．
(3) hが h > 3を満たす実数全体を動くとき，V の最小値を求めよ．

5 1個のさいころを投げる試行を繰り返す．最初の持ち点は 1とし，3の目が出た
ときは持ち点を 3倍，5の目が出たときは持ち点を 5倍，3と 5以外の目が出た
ときは持ち点を 2倍する．たとえば 3回試行して出た目に 6, 3, 5のとき，持ち
点は 1 × 2 = 2，2 × 3 = 6，6 × 5 = 30と変化し，最後の持ち点は 30である．
次の問いに答えよ．

(1) n ≧ 2とする．n回試行したとき，最後の持ち点が 4の倍数となる確率を
求めよ．

(2) 持ち点がはじめて 15以上となったときに試行を終了する．終了するまで
に試行した回数の期待値を求めよ．
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解答例
1 (1) {an}は n = k + 1のとき，はじめて ak+1 = −2になると仮定する．

ak+1(ak + 1) = 2より，{(ak+1 + 2)− 2}(ak + 1) = 2

(ak+1 + 2)(ak + 1) = 2(ak + 2) (A1)

上式に ak+1 = −2を代入すると，ak = −2となり矛盾．
よって an ̸= −2 (n = 1, 2, 3, · · · )

(2) (A1)を利用すると (an+1 + 2){(an + 2)− 1} = 2(an + 2)

an + 2 =
1

bn
であるから 1

bn+1

(
1

bn
− 1

)
=

2

bn

上式の両辺に bnbn+1を掛けると

1− bn = 2bn+1 よって bn+1 = −
1

2
bn +

1

2

(3) a1 = −8より，b1 =
1

a1 + 2
= −1

6

(2)の結果から bn+1 −
1

3
= −1

2

(
bn −

1

3

)
{
bn −

1

3

}
は初項 b1 −

1

3
= −1

2
，公比−1

2
の等比数列であるから

bn −
1

3
= −1

2

(
−1

2

)n−1

ゆえに bn =
1

3
+

(
−1

2

)n

an =
1

bn
− 2 =

1− 2bn
bn

であるから

an =

1− 2

3
− 2

(
−1

2

)n

1

3
+

(
−1

2

)n =
(−2)n − 6

(−2)n + 3

別解 an+1 =
2

an + 1
より，特性方程式 x =

2

x+ 1
の解は x = −2, 1

an+1 + 2 =
2(an + 2)

an + 1
, an+1 − 1 = −an − 1

an + 1

an+1 − 1

an+1 + 2
= −1

2
·an − 1

an + 2
より，an − 1

an + 2
= −3

(
−1

2

)n

を解く．

参照 http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai 2015.pdf (p.4) ■

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_2015.pdf
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2 (1) g(x) =

∫ x

0

t sin(x− t) dtとおくと

g(x) =

∫ x

0

t{cos(x− t)}′ dt

=

[
t cos(x− t)− 1·{− sin(x− t)}

]x
0

=

[
t cos(x− t) + sin(x− t)

]x
0

= x − sinx

解説 本来，部分積分法∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx

は漸化式である．f(x)の第 n次導関数を f (n)(x)と表すように (nは自然
数)，ここで，nを 0さらに負の整数まで拡張することにする．実際には
このような定義はないが，f (−n)(x)を f(x)の第 n次原始関数と定義する．
上の積分について，部分積分法を繰り返すと∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)− f (1)(x)g(−1)(x) + f (2)(x)g(−2)(x)

· · ·+ (−1)nf (n)(x)g(−n)(x) + (−1)n+1

∫
f (n+1)(x)g(−n)(x) dx

が成立する．
参照 http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai 2024.pdf (p.8)

補足 例えば，h(x) =

∫ x

0

t3 sin(x− t) dtを考えると

h(x) =

∫ x

0

t3{cos(x− t)}′ dt

=

[
t3 cos(x− t)− 3t2{− sin(x− t)}+ 6t{− cos(x− t)} − 6 sin(x− t)

]x
0

=

[
(t3 − 6t) cos(x− t) + (3t2 − 6) sin(x− t)

]x
0

= x3 − 6x+ 6 sin x

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai_2024.pdf
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(2) f(x) =

∫ x

0

{
sin(x− t)− t

4

}2

dtより

f(x) =

∫ x

0

{
sin2(x− t)− 1

2
t sin(x− t) +

t2

16

}
dt

=

∫ x

0

1− cos 2(x− t)

2
dt− 1

2

∫ x

0

t sin(x− t) dt+

[
t3

48

]x
0

=

[
t

2
+

1

4
sin 2(x− t)

]x
0

− 1

2
g(x) +

x3

48

=
x

2
− 1

4
sin 2x− 1

2
(x− sin x) +

x3

48

= −
1

4
sin 2x +

1

2
sinx +

x3

48

(3) (2)の結果から

f(x)− x3

48
= −1

2
sin x cos x+

1

2
sin x =

1

2
sin x(1− cos x)

=
sin x(1− cos x)(1 + cos x)

2(1 + cos x)
=

sin3 x

2(1 + cos x)

したがって f(x)

x3
− 1

48
=

1

2(1 + cos x)

(
sin x

x

)3

lim
x→0

1

2(1 + cos x)

(
sin x

x

)3

=
1

2(1 + 1)
·13 = 1

4

よって lim
x→0

f(x)

x3
=

1

48
+

1

4
=

13

48

補足 本題では，f(x) = −1

4
sin 2x+

1

2
sin x+

x3

48
，g(x) = x3と考えると

f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0, f ′′′(0) =
13

8
,

g(0) = g′(0) = g′′(0) = 0, g′′′(0) = 6

f (4)(x)と g(4)(x)がともに x → 0で有界であるとき

lim
x→0

f(x)

g(x)
=

f ′′′(0)

g′′′(0)

が成り立つ (ロピタルの定理)．

したがって lim
x→+0

f(x)

g(x)
=

f ′′′(0)

g′′′(0)
=

13

48
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解説
何回も微分可能な関数 f(x)を考えると

f(x) = f(0)−
∫ x

0

(x− t)′f ′(t) dt = f(0)−
[
(x− t)f ′(t)

]x
0

+

∫ x

0

(x− t)f ′′(t) dt

= f(0) + xf ′(0)− 1

2!

∫ x

0

{(x− t)2}′f ′′(t) dt

= f(0) + xf ′(0)− 1

2!

[
(x− t)2f ′′(t)

]x
0

+
1

2!

∫ x

0

(x− t)2f ′′′(t) dt

= f(0) + xf ′(0) +
1

2!
x2f ′′(0)− 1

3!

∫ x

0

{(x− t)3}′f ′′′(t) dt

= f(0) + xf ′(0) +
1

2!
x2f ′′(0)− 1

3!

[
(x− t)3f ′′′(t)

]x
0

+
1

3!

∫ x

0

(x− t)3f (4)(t) dt

= f(0) + xf ′(0) +
1

2!
x2f ′′(0) +

1

3!
x3f ′′′(0) +

1

3!

∫ x

0

(x− t)3f (4)(t) dt

積分区間を Iとし，Iにおける f (4)(t)の最大値，最小値をそれぞれM, m

とすると， 1

3!

∫ x

0

(x− t)3f (4)(t) dtは

1

3!

∫ x

0

(x− t)3M dt =
x4

4!
M,

1

3!

∫ x

0

(x− t)3mdt =
x4

4!
m

の間の値をとるから
1

3!

∫ x

0

(x− t)3f (4)(t) dt =
x4

4!
f (4)(c), c ∈ I

を満たす cが存在する．すなわち1

f(x) = f(0) + xf ′(0) +
1

2!
x2f ′′(0) +

1

3!
x3f ′′′(0) +

1

4!
x4f (4)(c), c ∈ I

f(x) = −1

4
sin 2x+

1

2
sin x+

x3

48
より

f ′(x) = −1

2
cos 2x+

1

2
cos x+

x2

16
, f ′′(x) = sin 2x− 1

2
sin x+

x

8
,

f ′′′(x) = 2 cos 2x− 1

2
cos x+

1

8
, f (4)(x) = −4 sin 2x+

1

2
sin x

f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0，f ′′′(0) =
13

8
，−9

2
≦ f (4)(c) ≦ 9

2
であるから

f(x)

x3
=

13

48
+

x

4!
f (4)(c) ゆえに lim

x→0

f(x)

x3
=

13

48
■

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2001.pdf (p.7を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
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3 (1) αは原点を中心とする半径 1の円C上の点で，その偏角が θであるから

α = cos θ + i sin θ, α = cos θ − i sin θ

これらを |α + α| = |α− α|に代入すると

|2 cos θ| = |2i sin θ| ゆえに | cos θ| = | sin θ|
π

2
< θ < πであるから，cos θ < 0, sin θ > 0より

| cos θ| = − cos θ, | sin θ| = sin θ ゆえに − cos θ = sin θ

tan θ = −1であるから θ =
3

4
π よって α = −

1
√
2
+

1
√
2
i

別解 |α + α| = |α− α|より |α + α|2 = |α− α|2

(α + α)(α + α) = (α− α)(α− α)

(α + α)2 = −(α− α)2(
α + α

2

)2

=

(
α− α

2i

)2

Re(α)2 = Im(α)2

p = Re(α)，q = Im(α)とおくと，αの偏角 θ
(π
2
< θ < π

)
により

p2 = q2, p < 0, q > 0

αはC上の点であるから p2 + q2 = 1

これを解いて p = − 1√
2
, q =

1√
2
よって α = −

1
√
2
+

1
√
2
i
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(2) β3 − 1 = 0より (β − 1)(β2 + β + 1) = 0

β ̸= 1より β2 + β + 1 = 0

Im(β) > 0に注意して β =
−1 +

√
3i

2

w(z − β) = 1より z =
1

w
+ β

|z| = 1より，
∣∣∣∣ 1w + β

∣∣∣∣ = 1．|β| = 1，β3 = 1，β2 = −β − 1に注意して

|β|2|w|
∣∣∣∣ 1w + β

∣∣∣∣ = |w| ゆえに |β2 + β3w| = |w|

よって |w − β − 1| = |w|

したがって，A(β +1)とすると，wの描く図形は，2点O，A

(
1 +

√
3i

2

)
を結ぶ線分OAの垂直二等分線である．

O

Im

Re

β A(β + 1)

1

C

ℓ

−1

補足 w =
1

z − β
より，たとえば

z = β + 1 のとき w =
1

(β + 1)− β
= 1,

z = −1 のとき w =
1

−1− β
=

1

β2
= β,

z = −β のとき w =
1

−β − β
= − 1

2β
= −β2

2
=

β + 1

2
,

z = 1 のとき w =
1

1− β
=

1− β

(1− β)2
=

1− β

−3β
=

β + 2

3
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解説 C上の点 βを除く点 zおよび βを次のようにおく

z = f(θ) = cos θ + i sin θ

(
0 ≦ θ <

2π

3
,
2π

3
< θ < 2π

)
β = f

(
2π

3

)
= cos

2π

3
+ i sin

2π

3

上の 2式から

z − β = cos θ − cos
2π

3
+ i

(
sin θ − sin

2π

3

)
= −2 sin

(
θ

2
+

π

3

)
sin

(
θ

2
− π

3

)
+ 2i cos

(
θ

2
+

π

3

)
sin

(
θ

2
− π

3

)
= 2i sin

(
θ

2
− π

3

){
cos

(
θ

2
+

π

3

)
+ i sin

(
θ

2
+

π

3

)}
ここで，φ =

θ

2
− π

3
とおくと −π

3
≦ φ < 0, 0 < φ <

2π

3

z − β = 2(sinφ)f
(π
2

)
f

(
φ+

2π

3

)
= 2(sinφ)f

(
7π

6

)
f(φ),

w =
1

z − β
=

1

2(sinφ)f
(
7π
6

)
f(φ)

=
1

2 sinφ
f

(
−7π

6

)
f(−φ)

=
1

2 sinφ
f

(
5π

6

)
(cosφ− i sinφ)

=
1

2
f

(
5π

6

)
(−i) +

1

2
f

(
5π

6

)
cosφ

sinφ

=
1

2
f

(
5π

6

)
f
(
−π

2

)
+

1

2
f

(
5π

6

)
cosφ

sinφ

=
1

2
f
(π
3

)
+

1

2
f

(
5π

6

)
cosφ

sinφ

よって，wは点 1

2
f
(π
3

)
を通る偏角 5π

6
の直線 ℓ (前ページ)

たとえば，φ =
π

2
，すなわち，θ =

5π

3
のとき，wは線分OAの中点

φ → +0，すなわち，θ → 2π

3
+ 0のとき，wは ℓの第 2象限の無限遠点

φ → −0，すなわち，θ → 2π

3
− 0のとき，wは ℓの第 4象限の無限遠点

■
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4 (1) P(1, 0, 3)，Q(0, 2, 3)，C(0, 0, h)より
−→
PQ = (−1, 2, 0),

−→
PC = (−1, 0, h− 3),

−→
PQ×

−→
PC = (2(h− 3), h− 3, 2)

αは点 Pを通り，−→
PQ×

−→
PC に垂直であるから，その方程式は

2(h− 3)(x− 1) + (h− 3)y + 2(z − 3) = 0

2(h− 3)x+ (h− 3)y + 2z − 2h = 0 (A1)

Aの x座標は，(A1)に y = z = 0を代入して

2(h− 3)x− 2h = 0

h− 3 ̸= 0に注意して x =
h

h − 3

(2) Bの y座標は，(A1)に x = z = 0を代入して

(h− 3)y − 2h = 0

h− 3 ̸= 0に注意して y =
2h

h− 3
これと (1)の結果から，△OABの面積は

△OAB =
1

2
· h

h− 3
· 2h

h− 3
=

h2

(h− 3)2

よって V =
1

3
△OAB·OC =

1

3
· h2

(h− 3)2
·h =

h3

3(h − 3)2

(3) h− 3 > 0, h > 0に注意して，(2)の結果の両辺の自然対数をとると

log V = 3 log h− log 3− 2 log(h− 3)

V ′

V
=

3

h
− 2

h− 3
=

h− 9

h(h− 3)

h (3) · · · 9 · · ·
V ′ − 0 +

V ↘ 最小 ↗

よって h = 9のとき 最小値 27

4
■
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5 (1) 各試行において，持ち点が 3倍または 5倍される確率が 1

3
，持ち点が 2倍

される確率が 2

3
である．まず，n回の試行で持ち点が 4の倍数にならない

のは，3倍または 5倍される事象が n回または n− 1回であるから(
1

3

)n

+ nCn−1

(
1

3

)n−1

·2
3
=

1 + 2n

3n

求める確率は，この余事象の確率であるから

1 −
1 + 2n

3n

(2) さいころを 1回投げて，3の目，5の目，3と 5以外の目が出る事象をそれ
ぞれA, B, Cとする．1回の試行で持ち点が 15以上になることはなく，4

回試行を行えば，得点は 24 ≧ 15 となる．起こり得る試行の回数Xは

X = 2, 3, 4

X = 2となるのは，2回の試行がAまたはBで，そのうち，Aだけが 2回
起きる場合を除く．

P (X = 2) =

(
1

6
+

1

6

)2

−
(
1

6

)2

=
1

12

X = 4となるのは，3回までの試行が，3回ともC，2回Cで 1回Aとな
る場合である．

P (X = 4) =

(
2

3

)3

·1 + 3C2

(
2

3

)2

·1
6
·1 =

14

27

P (X = 3)は P (X = 2)と P (X = 4)の結果から

P (X = 3) = 1− {P (X = 2) + P (X = 4)}

= 1−
(

1

12
+

14

27

)
=

43

108

よって，求める期待値は

E(X) = 2P (X = 2) + 3P (X = 3) + 4P (X = 4)

= 2· 1
12

+ 3· 43
108

+ 4·14
27

=
371

108

■


