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平成28年度　千葉大学　２次試験前期日程 (数学問題)

• 教育学部 (中学数学を除く) 1 2 3 4 (90分)数 I・A

• 国際教養・文 (行動科学)・法政経済・園芸学部・先進科学プログラム (物理化
学・生命科学・人間科学) 1 3 5 6 (90分)数 I・II・A・B

• 教育 (中学数学) 2 3 4 5 6 7 (150分) 数 I・II・A・B

• 理 (物理・化学・生物・地球科学)・薬・工・先進科学プログラム (物理・工学)

5 7 8 9 10 (120分)数 I・II・III・A・B

• 医学部 5 7 9 11 12 (120分)数 I・II・III・A・B

• 理学部 (数学・情報数理) 5 7 9 10 11 12 (180分) 数 I・II・III・A・B

1 1個のさいころを 2回投げ，最初に出た目を a，2回目に出た目を bとする．2

次方程式 x2 − ax+ b = 0について，次の問いに答えよ．

(1) 実数解は存在すれば正であることを示せ．

(2) 実数解の個数が 1となる確率を求めよ．

(3) 実数解の個数が 2となる確率を求めよ．

2 座標平面上に 5点O(0, 0)，A(5, 0)，B(0, 11)，P(m, 0)，Q(0, n)をとる．た
だし，mと nは 1 5 m 5 5，1 5 n 5 11を満たす整数とする．

(1) 三角形OABの内部に含まれる格子点の個数を求めよ．ただし，格子点と
は x座標と y座標がともに整数である点のことであり，内部には辺上の点
は含まれない．

(2) 三角形OPQの内部に含まれる格子点の個数が三角形OABの内部に含ま
れる格子点の個数の半分になるような組 (m, n)をすべて求めよ．

3 座標平面上に 5点A(0, 0)，B(0, 1)，C(1, 1)，D(1, 0)，E

(
0,

2

3

)
がある．点

Eと点 P1(s, 1) (0 < s < 1)を通る直線を `1とする．直線 y = 1に関して `1と
対称な直線を `2とし，`2と直線 x = 1の交点をP2とする．さらに，直線 x = 1

に関して `2と対称な直線 `3は x軸と線分AD上で交わるとし，その交点をP3

とする．

(1) 直線 `2が点Dを通るときの sの値を求めよ．

(2) 線分DP3の長さを sを用いて表せ．

(3) EP1 + P1P2 + P2P3の最大値と最小値を求めよ．
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4 −
√
2 5 x 5

√
2の範囲で，点 Pは放物線 y = −x2 + 2上を動き，点Qは放物

線 y = x2 − 2上を動く．ただし，PとQは異なる点とする．

(1) 直線 PQが原点を通るとき，線分 PQの長さの最大値と最小値を求めよ．

(2) 線分 PQの長さの最大値を求めよ．

5 座標平面上にすべての内角が 180◦未満の四角形ABCDがある．原点をOとし，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c，

−→
OD = ~dとおく．kは 0 5 k 5 1を満たす定数と

する．0以上の実数 s, t, uが k + s+ t+ u = 1を満たしながら変わるとき

−→
OP = k~a+ s~b+ t~c+ u~d

で定めれる点 Pの存在範囲をE(k)とする．

(1) E(1)およびE(0)を求めよ．

(2) E

(
1

3

)
を求めよ．

(3) 対角線 AC，BDの交点をMとする．どの E(k)

(
1

3
5 k 5 1

2

)
にも属す

るような点 Pを考える．このような点 Pが存在するための必要十分条件
を，線分AC，AMの長さを用いて答えよ．

6 aは 0 < a < 2を満たす定数とする．0 5 t 5 1を満たす実数 tに対して，座標
平面上の 4点A(t, 0)，B(2, t2)，C(2− t, 2)，D(0, 2− at)を考える．このと
き，四角形ABCDの面積 S(t)が最小となるような tの値を求めよ．

7 数直線上の点Qは，はじめは原点 x = 0にあり，さいころを投げるたびに以下
のルールに従って移動する．Qが x = aにあるとき，

• 出た目が 1ならば x = aにとどまる．

• 出た目が 2，3ならば x = a+ 1へ動く．

• 出た目が 4，5，6ならば x = 0に戻る (a = 0ならば動かない)．

(1) 整数 a = 0に対して，さいころを 3回投げたとき，Qが x = aにある確率
を求めよ．

(2) さいころを n回投げたとき，Qが x = 0にある確率を求めよ．

(3) さいころを n回投げたとき，Qが x = 1にある確率を求めよ．
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8 以下の問いに答えよ．

(1) x > 0において，不等式 log x < xを示せ．

(2) 1 < a < bのとき，不等式

1

log a
− 1

log b
<

b− a

a(log a)2

を示せ．

(3) x = eにおいて，不等式∫ x

e

dt

t log(t+ 1)
= log(log x) +

1

2(log x)2
− 1

2

を示せ．ただし，eは自然対数の底である．

9 z = cos
2π

7
+ i sin

2π

7
(iは虚数単位)とおく．

(1) z + z2 + z3 + z4 + z5 + z6を求めよ．

(2) a = z + z2 + z4とするとき，α+α，ααおよびαを求めよ．ただし，αは
αの共役複素数である．

(3) (1− z)(1− z2)(1− z3)(1− z4)(1− z5)(1− z6)を求めよ．

10 2点O(0, 0)，A(0, 2)を直径とする円周からOを除いた部分を点Qが動く．点
Aを通り x軸に平行な直線と直線OQの交点を Rとする．点Qを通り x軸と
平行な直線と，点 Rを通り y軸と平行な直線との交点を Pとする．点 Pの軌
跡をCとする．

(1) Cの方程式を求めよ．

(2) 正の実数 aに対して，Cと x軸と 2直線 x = a，x = −aによって囲まれ
る図形を，x軸の周りに 1回転してできる立体の体積を V (a)とする．こ
のとき， lim

a→∞
V (a)を求めよ．

11 曲線 C : y = sinx上を点 P(t, sin t)
(
0 5 t 5 π

2

)
が動く．正の実数 rに対し

て，PにおけるCの接線上にPQ = rとなるように点Qをとる．ただし，Qの
x座標は tよりも大きいとする．

(1) Qの座標を求めよ．

(2) t =
π

4
のときにQの y座標が最大となるような rの値を求めよ．
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12 pを 2でない素数とし，自然数m，nは

(m+ n
√
p)(m− n

√
p) = 1

を満たすとする．

(1) 互いに素な自然数の組 (x, y)で

m+ n
√
p =

x+ y
√
p

x− y
√
p

を満たすものが存在することを示せ．

(2) xは (1)の条件を満たす自然数とする．xが pで割り切れないことと，m

を pで割った余りが 1であることが，同値であることを示せ．
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解答例

1 (1) 2次方程式 x2 − ax+ b = 0の解を α, βとすると，解と係数の関係により

α + β = a > 0, αβ = b > 0

よって，解 α, βが実数であれは，ともに正である．

(2) 2次方程式の実数解の個数が 1個であるとき，係数について

a2 − 4b = 0 ゆえに b =
a2

4

これを満たす (a, b)の組は．(a, b) = (2, 1), (4, 4)の 2組である．

よって，求める確率は
2

62
=

1

18

(3) 2次方程式の実数解の個数が 2個であるとき，係数について

a2 − 4b > 0 ゆえに b <
a2

4

これを満たす (a, b)の組は，次の 17組である．

a = 3のとき b = 1, 2

a = 4のとき b = 1, 2, 3

a = 5, 6 のとき b = 1, 2, 3, 4, 5, 6

よって，求める確率は
17

62
=

17

36
�
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2 (1) C(5, 11)をとると，四角形OACBの内部にある格子点の個数は

(5− 1)(11− 1) = 40

両端を除く線分AB上には格子点はない．

よって，4OABの内部の格子点の個数は
40

2
= 20 (個)

(2) 点R(m, n)をとると，四角形OPRQの内部に含まれる格子点の個数は

(m− 1)(n− 1)

両端を除く線分 PQ上にある格子点の個数を L(m, n)とすると，4OPQ

の内部にある格子点の個数が (1)の半分であるから

(m− 1)(n− 1)− L(m, n)

2
=

1

2
× 20

したがって

{
(m− 1)(n− 1)− L(m, n) = 20 · · · (∗)

0 5 L(m, n) 5 m− 1 · · · (∗∗)

m = 1のとき，(∗)は成立しないので，m 6= 1より

n = 1 +
20

m− 1
+

L(m, n)

m− 1

(i) m = 2のとき，n = 21 + L(2, n) = 21，不適．

(ii) m = 3のとき n = 11 +
(3, n)

2
= 11

n = 11のとき，L(3, 11) = 0であるから，(m, n) = (3, 11)は適する．

(iii) m = 4のとき n = 7 +
2 + L(4, n)

3

(∗∗)より，2

3
5 2 + L(4, n)

3
5 5

3
であるから n = 8

このとき，L(4, 8) = 3であるから，不適．

(iv) m = 5のとき n = 6 +
L(5, n)

4

(∗∗)より，0 5 L(5, n)

4
5 1であるから n = 6, 7

L(5, 6) = 0，L(5, 7) = 0であるから，適するのは (m, n) = (5, 6)

(i)～(iv)より (m, n) = (3, 11), (5, 6) �
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3 (1) 2点 E

(
0,

2

3

)
，P1(s, 1)を通る直線 `1は

y =
1

3s
x+

2

3

点P1(s, 1)を通り，傾き− 1

3s
の直線 `2は

y = − 1

3s
x+

4

3

　

O

y

x

E

B
1

P1

P2

P3

2−4s
D

C

A
1

θ

`1

`2

`32
3

直線 `2と直線 x = 1との交点の y座標は

y = − 1

3s
+

4

3
ゆえに P2

(
1,− 1

3s
+

4

3

)
`2が点Dを通るとき，P2の y座標は 0であるから

− 1

3s
+

4

3
= 0 これを解いて s =

1

4

(2) 点 P2

(
1,− 1

3s
+

4

3

)
を通り，傾き

1

3s
の直線 `3は

y =
1

3s
x− 2

3s
+

4

3

`3と x軸との交点の x座標は

1

3s
x− 2

3s
+

4

3
= 0 これを解いて x = 2− 4s

したがって P3(2− 4s, 0) よって DP3 = 1− (2− 4s) = 4s − 1

(3) P3は線分AD上にあるから 0 5 2− 4s 5 1 ゆえに
1

4
5 s 5 1

2

`1の偏角を θとすると tan θ =
1

3s
，

1

cos θ
=

√
1 + tan2 θ =

√
1 +

1

9s2

EP1 =
BP1

cos θ
, P1P2 =

P1C

cos θ
, P2P3 =

DP3

cos θ

ゆえに EP1 + P1P2 + P2P3 =
(BP1 + P1C) + DP3

cos θ
=

4s

cos θ
= 4

√
s2 +

1

9

よって s =
1

2
のとき，最大値

2
√
13

3
，s =

1

4
のとき，最小値

5

3
�
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4 (1) y = −x2 + 2と y = x2 − 2は原点に関
して対称であるから，直線 PQが原点
を通るとき

PQ = 2OP

P(t,−t2+2)とすると (−
√
2 5 t 5

√
2)

OP2 = t2 + (−t2 + 2)2 = t4 − 3t2 + 4

=

(
t2 − 3

2

)2

+
7

4

　

O

y

x2−2

−2

2

√
2−

√
2

P

Q

0 5 t2 5 2より
7

4
5 OP2 5 4 ゆえに

√
7

2
5 OP 5 2

したがって
√
7 5 PQ 5 4 よって，PQは最大値 4，最小値

√
7をとる．

(2)

√
7

2
5 OP 5 2，

√
7

2
5 OQ 5 2であるから，P，Qは原点を中心とする半

径 2の円の内部または周上にある．PQが最大となるのは，PQが直径の
両端となるP(0, 2)，Q(0,−2) のときである．よって，PQの最大値は 4

�

5 (1) k = 1を k + s+ t+ u = 1に代入すると s+ t+ u = 0

s, t, uは 0以上であるから s = t = u = 0

したがって
−→
OP = ~a よって E(1)は点Aを表す．

k = 0を k + s+ t+ u = 1に代入すると

s+ t+ u = 1

k = 0から
−→
OP = s

−→
OB+ t

−→
OC+ u

−→
OD

−→
OA = s

−→
OA+ t

−→
OA+ u

−→
OAであるから

−→
AP = s

−→
AB + t

−→
AC+ u

−→
AD

　

A B

C

D

E(0)

s+ t+ u = 1および s, t, uは 0以上であるから，E(0)は，4BCDの周
およびその内部である．

補足 BCを t : sに内分する点をQとすると
−→
AQ =

s
−→
AB + t

−→
AC

t+ s
−→
AP = s

−→
AB + t

−→
AC+ u

−→
AD = (s+ t)

−→
AQ+ u

−→
AD

したがって，点 Pは線分QDを u : s+ tに内分する点である．
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(2) k =
1

3
を k + s+ t+ u = 1に代入すると s+ t+ u =

2

3

k =
1

3
より

−→
OP =

1

3

−→
OA+ s

−→
OB+ t

−→
OC+ u

−→
OD

−→
OA =

1

3

−→
OA+ s

−→
OA+ t

−→
OA+ u

−→
OAであるから

−→
AP = s

−→
AB + t

−→
AC+ u

−→
AD

ここで，s =
2

3
s′，t =

2

3
t′，u =

2

3
u′，

−−→
AB′ =

2

3

−→
AB，

−−→
AC′ =

2

3

−→
AC，

−−→
AD′ =

2

3

−→
AD

とおくと

−→
AP = s′

−−→
AB′ + t′

−−→
AC′ + u′−−→AD′

s′ + t′ + u′ = 1および s′, t′, u′は 0以上であ

るから，E
(
1

3

)
は，4B′C′D′の周およびそ

の内部である．

　

A B

C

D

B′

C′
D′

E(1
3
)

2 1

2

1

(3) k + s+ t+ u = 1より s+ t+ u = 1− k
−→
OP = k

−→
OA+ s

−→
OB+ t

−→
OC+ u

−→
OD,

−→
OA = k

−→
OA+ s

−→
OA+ t

−→
OA+ u

−→
OA

したがって
−→
AP = s

−→
AB+ t

−→
AC+ u

−→
AD

ここで，s = (1− k)sk，t = (1− k)tk，u = (1− k)uk，
−−→
ABk = (1− k)

−→
AB，

−−→
ACk = (1− k)

−→
AC，

−−→
ADk = (1− k)

−→
ADとおくと

−→
AP = sk

−−→
ABk + tk

−−→
ACk + uk

−−→
ADk

sk + tk + uk = 1および sk, tk, ukは 0以上で
あるから，E(k)は，4BkCkDkの周およびそ
の内部である．
−−→
AMk = (1− k)

−−→
AM，α =

AM

AC
とおくと

−−→
AMk = (1− k)α

−→
AC

　

A B

C

D

Bk

Ck
Dk

M

1−k k

1−k
Mk

k

E(k)

ゆえに
−−−→
AM 1

3
=

2

3
α
−→
AC，

−−→
AC 1

2
=

1

2

−→
AC

条件を満たすとき
2

3
α 5 1

2
ゆえに α 5 3

4
すなわち

AM

AC
5

3

4
�
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6 0 < a < 2，0 5 t 5 1により，4点 A(t, 0)，
B(2, t2)，C(2−t, 2)，D(0, 2−at)は，O(0, 0)，
(2, 0)，(2, 2)，(0, 2)を頂点とする正方形の周
上にあるから，四角形ABCDの面積 S(t)は

S(t) = 22 − 1

2
t(2− at)− 1

2
t2(2− t)

− 1

2
t(2− t2)− 1

2
at(2− t)

= t3 + (a− 1)t2 − (a+ 2)t+ 4

　

O

y

x2

2

A
B

C

D

2−tt
t2

2−t2

t2−t

at

2−at
S(t)

したがって S ′(t) = 3t2 + 2(a− 1)t− (a+ 2)

S ′(0) = −(a+ 2) < 0, S ′(1) = a− 1

S ′(t) = 0の異なる 2つの実数解を α, βとすると (α < 0 < β)

β =
1− a+

√
a2 + a+ 7

3

(i) 0 < a 5 1のとき

0 < t < 1において，S ′(t) < 0であるから，S(t) は単調減少である．

したがって，S(t)は t = 1で最小．

(ii) 1 < a < 2のとき

S(t)の増減表は，次のようになる．

t 0 · · · β · · · 1

S ′(t) − 0 +

S(t) ↘ 極小 ↗

したがって，S(t)は t = βで最小．

(i)，(ii)より 0 < a 5 1 のとき t = 1,

1 < a < 2 のとき t =
1 − a +

√
a2 + a + 7

3
�
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7 (1) n回の試行後にさいころが x = aにある確率を Pn(a)とすると

Pn+1(0) =
2

3
Pn(0) +

1

2
{1− Pn(0)}

上式から次の第 1式および次の確率漸化式が成立する．

Pn+1(0) =
1

6
Pn(0) +

1

2
(∗)

Pn+1(a+ 1) =
1

6
Pn(a+ 1) +

1

3
Pn(a) (∗∗)

Pn(a) = 0 (n < a)

P1(0) =
2

3
，P1(1) =

1

3
であるから n = 1とき

P2(0) =
1

6
P1(0) +

1

2
=

1

6
·2
3
+

1

2
=

11

18

P2(1) =
1

6
P1(1) +

1

3
P1(0) =

1

6
·1
3
+

1

3
·2
3
=

5

18

P2(2) =
1

6
P1(2) +

1

3
P1(1) =

1

6
·0 + 1

3
·1
3
=

1

9

上の結果から，n = 2のとき

P3(0) =
1

6
P2(0) +

1

2
=

1

6
·11
18

+
1

2
=

65

108

P3(1) =
1

6
P2(1) +

1

3
P2(0) =

1

6
· 5
18

+
1

3
·11
18

=
1

4

P3(2) =
1

6
P2(2) +

1

3
P2(1) =

1

6
·1
9
+

1

3
· 5
18

=
1

9

P3(3) =
1

6
P2(3) +

1

3
P2(3) =

1

6
·0 + 1

3
·1
9
=

1

27

(2) an = Pn(0)とおくと a1 =
2

3
, an+1 =

1

6
an +

1

2

したがって an+1−
3

5
=

1

6

(
an −

3

5

)
ゆえに an−

3

5
=

(
a1 −

3

5

)(
1

6

)n−1

よって，求める確率は Pn(0) =
3

5
+

1

15·6n−1



12

(3) a = 0を (∗∗)に代入すると

Pn+1(1) =
1

6
Pn(1) +

1

3
Pn(0)

bn = Pn(1)とおくと，b1 =
1

3
上式および (1)の結果から

bn+1 =
1

6
bn +

1

5
+

1

45·6n−1
ゆえに bn+1 −

6

25
=

1

6

(
bn −

6

25

)
+

1

45·6n−1

したがって 6n+1

(
bn+1 −

6

25

)
= 6n

(
bn −

6

25

)
+

4

5

6n
(
bn −

6

25

)
= 6

(
b1 −

6

25

)
+

4

5
(n− 1)

よって，求める確率は Pn(1) =
6

25
+

20n − 6

25·6n
�
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8 (1) f(x) = x− log x (x > 0)とおくと f ′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

x

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 1 ↗

f(x) = 1 > 0より x− log x > 0 よって x > 0において log x < x

(2) g(x) =
1

log x
とおくと g′(x) = − 1

x(log x)2

平均値の定理により

g(b)− g(a)

b− a
= g′(c), 1 < a < c < b

を満たす cが少なくとも 1つ存在する．また

g′(c) = − 1

c(log c)2
> − 1

a(log a)2

したがって
1

b− a

(
1

log b
− 1

log a

)
> − 1

a(log a)2

よって
1

log a
− 1

log b
<

b− a

a(log a)2

(3) g(x) =

∫ x

e

dt

t log(t+ 1)
− log(log x)− 1

2(log x)2
+

1

2
とおくと (x = e)

g′(x) =
1

x log(x+ 1)
− 1

x log x
+

1

x(log x)3

ここで，(2)の結果に，a = x，b = x+ 1を代入すると

1

log x
− 1

log(x+ 1)
<

1

x(log x)2

1

x log(x+ 1)
− 1

x log x
> − 1

x2(log x)2

したがって g′(x) > − 1

x2(log x)2
+

1

x(log x)3
=

x− log x

x2(log x)3
> 0

g(x)は単調増加で，g(e) = 0であるから，x = eにおいて g(x) = 0

よって
∫ x

e

dt

t log(t+ 1)
= log(log x) +

1

2(log x)2
− 1

2
(x = e) �
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9 (1) z = cos
2π

7
+ i sin

2π

7
より z7 = 1

z7 − 1 = (z − 1)(z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1) = 0

z 6= 1より z6 + z5 + z4 + z3 + z2 + z + 1 = 0

よって z + z2 + z3 + z4 + z5 + z6 = −1

(2) zz = z2z2 = z4z4 = 1，zz6 = z2z5 = z4z3 = 1より

z = z6, z2 = z5, z4 = z3

(1)の結果から α + α = (z + z2 + z4) + (z6 + z5 + z3)

= z + z2 + z3 + z4 + z5 + z6 = −1

また，z7 = 1および (1)の結果に注意して

αα = (z + z2 + z4)(z6 + z5 + z3)

= 3 + z + z2 + z3 + z4 + z5 + z6

= 3 + (−1) = 2

Im(α) = Im(z + z2 + z4) = sin
2π

7
+ sin

4π

7
+ sin

8π

7

= sin
2π

7
+ sin

4π

7
− sin

π

7
> 0

αは方程式 x2 + x+ 2 = 0の解であるから，Im(α) > 0に注意して

α =
−1 +

√
7i

2

(3) x7 − 1 = (x− 1)(x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1)

x7 − 1 = 0の解は 1, z, z2, z3, z4, z5, z6であるから

x7 − 1 = (x− 1)(x− z)(x− z2)(x− z3)(x− z4)(x− z5)(x− z6)

上の 2式の因数により

(x− z)(x− z2)(x− z3)(x− z4)(x− z5)(x− z6)

= x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1

これに x = 1を代入すると

(1− z)(1− z2)(1− z3)(1− z4)(1− z5)(1− z6) = 7

�
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10 (1) P(x, y)，y軸を始線として，θ = ∠AOR

とすると

x = AR = 2 tan θ,

OQ = 2 cos θ,

y = OQcos θ = 2 cos2 θ

cos2 θ =
1

1 + tan2 θ
より

　

O

y

x

Q P

R

θ

A2

2 tan θ

2 cos2 θ

2 cos2 θ =
8

4 + (2 tan θ)2
よって y =

8

4 + x2

(2) y =
8

4 + x2
，x = 2 tan θ

dx

dθ
=

2

cos2 θ

x −a −→ a

θ −ϕ −→ ϕ

とすると，y =
8

4 + (2 tan θ)2
= 2 cos2 θより

V (a)

π
=

∫ a

−a

y2 dx =

∫ ϕ

−ϕ

(2 cos2 θ)2
2

cos2 θ
dθ

=

∫ ϕ

0

16 cos2 θ dθ =

∫ ϕ

0

(8 cos 2θ + 8) dθ

=

[
4 sin 2θ + 8θ

]ϕ
0

= 4 sin 2ϕ+ 8ϕ

したがって V (a) = π(4 sin 2ϕ+ 8ϕ)

lim
a→∞

ϕ =
π

2
であるから lim

a→∞
V (a) = π (4 sin π + 4π) = 4π2 �
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11 (1) f(x) = sinxとおくと f ′(x) = cosx

C上の点Pにおける接線の偏角を θとすると

tan θ = f ′(t) = cos t

点Qの座標を (x, y)とすると

x = t+ r cos θ, y = sin t+ r sin θ

　

O

y

xπ
2

Psin t

t

Q

r
C

0 5 t 5 π

2
より，0 5 θ <

π

2
であるから

cos θ =
1√

1 + tan2 θ
=

1√
1 + cos2 t

,

sin θ = cos θ tan θ =
cos t√

1 + cos2 t

したがって x = t+
r√

1 + cos2 t
， y = sin t+

r cos t√
1 + cos2 t

· · · (∗)

よって Q

(
t +

r
√
1 + cos2 t

, sin t +
r cos t

√
1 + cos2 t

)
(2) (∗)より

dy

dt
= cos t+ r·

− sin t
√
1 + cos2 t− cos t·− sin t cos t√

1 + cos2 t
1 + cos2 t

= cos t+ r sin t·−(1 + cos2 t) + cos2 t

(1 + cos2 t)
3
2

= cos t− r sin t

(1 + cos2 t)
3
2

=
sin t

(1 + cos2 t)
3
2

{
cos t(1 + cos2 t)

3
2

sin t
− r

}

g(t) =
cos t(1 + cos2 t)

3
2

sin t
とおくと，g(t)は，0 < t <

π

2
で単調減少である．

よって，条件を満たす rは

r = g
(π
4

)
=

(
3

2

) 3
2

=
3

2

√
3

2
=

3
√
6

4

�
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12 (1) (m+ n
√
p)(m− n

√
p) = 1より m2 − n2p− 1 = 0 · · · 1©

m+ n
√
p =

x+ y
√
p

x− y
√
p
より

x+ y
√
p = (m+ n

√
p)(x− y

√
p)

= mx− npy + (nx−my)
√
p

m, n, x, y, pは自然数であるから{
mx− npy = x

nx−my = y
ゆえに (∗)

{
(m− 1)x = npy

nx = (m+ 1)y

(∗)の第 1式および第 2式から，それぞれ次式を得る．

y

x
=

m− 1

np
,

y

x
=

n

m+ 1

1©より (m− 1)(m+ 1) = np·n ゆえに
m− 1

np
=

n

m+ 1

したがって
y

x
=

m− 1

np
=

n

m+ 1

2数m+ 1, nの最大公約数を gとし

m+ 1 = ga, n = gb (a, bは互いに素)，

とすると，条件を満たす (x, y)の組は (x, y) = (a, b)

(2) (∗)の第 1式から

xが pで割り切れない =⇒ m− 1が pで割り切れる

=⇒ mを pで割った余りは 1

逆に，m ≡ 1 (mod p)のとき，m+1 ≡ 2 (mod p)より，(∗)の第 2式から

nx ≡ 2y (mod p)

xが奇素数 pで割り切れると仮定すると，yも pで割り切れる．これはx, y

が互いに素であることに反する．ゆえに，xは奇素数 pで割り切れない．

よって，題意は証明された． �


