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平成22年度　千葉大学　２次試験前期日程 (数学問題)

• 教育学部 (数学科教育分野を除く) 1 2 3 4 (90分)数 I・A

• 文 (行動科学)・法経学部 2 3 4 5 (90分)数 I・II・A・B

• 園芸学部・教育 (情報教育分野) 3 4 5 6 (90分)数 I・II・A・B

• 教育 (数学科教育分野) 1 3 4 5 6 7 (150分) 数 I・II・A・B

• 理学部 (生物学科，地球科学科)，工学部 (建築学科，都市環境システム学科，デ
ザイン学科) 2 4 5 7 8 (120分) 数 I・II・III・A・B・C

• 理学部 (物理学科，化学科)，薬学部・工学部 (機械工学科，メディカルシステ
ム工学科，電気電子工学科，ナノサイエンス学科，共生応用化学科，画像科学
科，情報画像学科)，先進科学プログラム 5 6 7 8 9 (120分)

数 I・II・III・A・B・C

• 医学部 5 6 9 10 11 (120分)数 I・II・III・A・B・C

• 理学部 (数学・情報数理) 5 6 7 8 9 11 (180分)

数 I・II・III・A・B・C

1 直角三角形ABCは，∠Cが直角で，各辺の長さは整数であるとする．辺BCの
長さが 3以上の素数 pであるとき，以下の問いに答えよ．

(1) 辺AB，CAの長さを pを用いて表せ．

(2) tan∠Aと tan∠Bは，いずれも整数にならないことを示せ．

2 1辺の長さが 2の正六角形A1A2A3A4A5A6を考える．さいころを 3回投げ，出
た目を順に i, j, kとするとき，4AiAjAkの面積を 2乗した値を得点とする試
行を行う．ただし，i, j, kの中に互いに等しい数があるときは，得点は 0であ
るとする．

(1) 得点が 0となる確率を求めよ．

(2) 得点が 27となる確率を求めよ．

(3) 得点の期待値を求めよ．

3 4ABCにおいて，頂点Aから直線BCに下ろした垂線の長さは 1，頂点Bから
直線CAに下ろした垂線の長さは

√
2，頂点Cから直線ABに下ろした垂線の

長さは 2である．このとき，4ABCの面積と，内接円の半径，および，外接円
の半径を求めよ．
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4 aを実数とする．関数 f(x) = x2 − a|x− 2|+ a2

4
の最小値を aを用いて表せ．

5 放物線 y = x2と直線 y = ax+ bによって囲まれる領域を

D = {(x, y) |x2 5 y 5 ax+ b}

とし，Dの面積が
9

2
であるとする．座標平面上で，x座標，y座標が共に整数

である点を格子点と呼ぶ．

(1) a = 0のとき，Dに含まれる格子点の個数を求めよ．

(2) a, bが共に整数であるとき，Dに含まれる格子点の個数は，a, bの値によ
らず一定であることを示せ．

6 数直線の原点上にある点が，以下の規則で移動する試行を考える．

(規則) サイコロを振って出た目が奇数の場合は，正の方向に 1移動
し，出た目が偶数の場合は，負の方向に 1移動する．

k回の試行の後の，点の座標をX(k)とする．

(1) X(10) = 0である確率を求めよ．

(2) X(1) 6= 0, X(2) 6= 0, · · · , X(5) 6= 0であって，かつ，X(6) = 0 となる確
率を求めよ．

(3) X(1) 6= 0, X(2) 6= 0, · · · , X(9) 6= 0であって，かつ，X(10) = 0 となる確
率を求めよ．

7 4ABCは，1辺の長さが1の正三角形で，tは正の実数とする．~b =
−→
AB，~c =

−→
AC

とおく．直線AB，AC上にそれぞれ点D，Eがあり，
−→
AD = t~b，

−→
AE = t~cをみ

たしている．正三角形4ADEの重心をG，線分BEの中点をMとする．

(1) 内積
−−→
MC·

−−→
MGを計算せよ．

(2) tが正の実数全体を動くとき，4CGMの面積を最小にする tの値と，その
ときの面積を求めよ．

8 a, bは実数とする．関数 f(x)は，

f(x) = a sin x+ b cosx+

∫ π

−π

f(t) cos t dt

をみたし，かつ，−π 5 x 5 πにおける最大値は 2πである．このとき，∫ π

−π

{f(x)}2 dx

を最小にする a, bの値と，その最小値を求めよ．
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9 aを 1より大きい実数とし，座標平面上に，点O(0, 0)，A(1, 0)をとる．曲線

y =
1

x
上の点 P

(
p,

1

p

)
と，曲線 y =

a

x
上の点Q

(
q,

a

q

)
が，3条件

(1) p > 0, q > 0

(2) ∠AOP < ∠AOQ

(3) 4OPQの面積は 3に等しい．

をみたしながら動くとき，tan∠POQの最大値が
3

4
となるような aの値を求

めよ．

10 以下の問いに答えよ．

(1) 3n = k3 + 1をみたす正の整数の組 (k, n)をすべて求めよ．

(2) 3n = k2 − 40をみたす正の整数の組 (k, n)をすべて求めよ．

11 f(x)は実数全体で定義された関数とする．実数 aに関する条件 (P)を考える．

(P) 正の実数 rを十分小さく選べば，|x− a| < rをみたすすべての実数 xに対
して f(x) 5 f(a)が成り立つ．

このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 実数 aが条件 (P)をみたし，かつ，f(x)が x = aで微分可能ならば，

f ′(a) = 0であることを証明せよ．

(2) 関数 f(x)が

f(x) =

{
|x| − x (x < 1のとき)

|x2 − 6x+ 8| (x = 1のとき)

で定義されているとき，条件 (P)をみたすような実数 a全体の集合を決定
せよ．

(3) 一般に，実数全体で定義された関数 f(x)に対し，次の命題は正しいか．正
しければ証明し，正しくなければ反例を挙げよ．

(命題)すべての実数aが条件 (P)をみたすならば，f(x)は定数関数である．
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解答例

1 (1) p = BC，∠Cが直角により，c = AB，b = CA

とおき，三平方定理に適用すると

c2 = b2 + p2

ゆえに (c− b)(c+ b) = p2

　

A C

B

p

b

c

pが素数，c− b < c+ bより

c− b = 1, c+ b = p2 よって b =
p2 − 1

2
, c =

p2 + 1

2

(2) (1)の結果から

tan∠A =
p

b
=

2p

(p+ 1)(p− 1)
, tan∠B =

b

p
=

(p+ 1)(p− 1)

2p

ユークリッドの互除法により p ± 1と pは互いに素である．また，pは 3

以上の素数であるから，tan∠A, tan∠Bは整数ではない．
別解 tan∠Aについて

tan∠A =
p

b
=

2p

p2 − 1
<

2(p+ 1)

(p+ 1)(p− 1)
=

2

p− 1
5 1 (p = 3)

0 < tan∠A < 1であるから，tan∠Aは整数ではない． �

2 (1) 得点が 0とならない，すなわち，サイコロの目が 3回とも異なる確率は

6P3

63
=

6·5·4
63

=
5

9

得点が 0となる確率は，この余事象の確率であるから

1− 5

9
=

4

9
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(2) 得点が 27，すなわち，正六角形に内接す
る三角形が4A1A3A5または4A2A4A6で
あるから，求める確率は

3! + 3!

63
=

1

18

　 A1

A2

A3

A4

A5

A6

(3) 0以外の得点は，(
√
3)2, (2

√
3)2, (3

√
3)2の 3通りである．

2

2

2

2
√
3 60◦

120◦

2
√
3

2
√
3

得点が (
√
3)2となるのは，三角形が正六角形A1A2A3A4A5A6と隣接する

2辺を共有するときで，その確率は

6× 3!

63
=

1

6

得点が (2
√
3)2となる確率は，以上の結果から

1−
(
4

9
+

1

18
+

1

6

)
=

1

3

よって，求める期待値E(X)は

X 0 3 12 27 計
P (X) 4

9
1
6

1
3

1
18

1

E(X) = 0× 4

9
+ 3× 1

6
+ 12× 1

3
+ 27× 1

18
= 6

補足 得点が (2
√
3)2 となるのは，正六角形に内接する三角形の一辺が A1A4,

A2A5, A3A6を斜辺とする直角三角形のときで，その確率は

3× 3!·4
63

=
1

3

�
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3 a = BC，b = CA，c = AB，4ABCの面積を Sとし，4ABCの外接円の半径，
内接円の半径をそれぞれR, rとすると，4ABCの面積について

S =
1

2
a·1 =

1

2
b·
√
2 =

1

2
c·2 ゆえに S =

a

2
=

b√
2
= c (∗)

a = 2c，b =
√
2cを余弦定理に適用すると

cosC =
a2 + b2 − c2

2ab
=

(2c)2 + (
√
2c)2 − c2

2·2c·
√
2c

=
5

4
√
2

ゆえに sinC =
√
1− cos2C =

√
7

4
√
2

(∗)より，S = c，a = 2c，b =
√
2cを S =

1

2
ab sinC に代入すると

c =
1

2
·2c·

√
2c·

√
7

4
√
2
ゆえに c =

4√
7
よって S =

4
√
7

4ABCの内接円の半径 rは，S =
1

2
(a+ b+ c)rにより

c =
1

2
(2c+

√
2c+ c)r ゆえに c =

1

2
(3 +

√
2)cr

したがって r =
2

3 +
√
2
=

2(3 −
√
2)

7

4ABCの外接円の半径Rは，正弦定理により

2R =
c

sinC
ゆえに R =

1

2
· 4√

7
·4
√
2√
7

=
8
√
2

7

�
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4 f(x) = x2 − a|x− 2|+ a2

4
より

f(x) =


(
x− a

2

)2

+ 2a (x = 2)(
x+

a

2

)2

− 2a (x 5 2)

(i) x = 2における f(x)の最小値は，g(x) =
(
x− a

2

)2

+ 2aとおくと

2 5 a

2
すなわち 4 5 a のとき g

(a
2

)
= 2a

a

2
5 2 すなわち a 5 4 のとき g(2) =

a2

4
+ 4

(ii) x 5 2における f(x)の最小値は，h(x) =
(
x+

a

2

)2

− 2aとおくと

−a

2
5 2 すなわち −4 5 a のとき h

(
−a

2

)
= −2a

2 5 −a

2
すなわち a 5 −4 のとき h(2) =

a2

4
+ 4

(i)，(ii)から，f(x)の最小値をmとすると

(a) 4 5 aのとき m = min (2a,−2a)

(b) −4 5 a 5 4のとき m = min

(
a2

4
+ 4,−2a

)
(c) a 5 −4のとき m =

a2

4
+ 4

ここで 4 5 a のとき −2a < 2a

a2

4
+ 4− (−2a) =

(a
2
+ 2

)2

= 0より −2a 5 a2

4
+ 4

よって m =


−2a (−4 5 a)

a2

4
+ 4 (a 5 −4)

�
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5 (1) a = 0のとき

D = {(x, y) |x2 5 y 5 b}

放物線 y = x2と直線 y = bの共有点の x座標は

x2 = b これを解いて x = ±
√
b

Dの面積が
9

2
であるから

　

O

y

x

D

1

2

1−1 3
2

−3
2

9
4

∫ √
b

−
√
b

(b− x2) dx =

∫ √
b

−
√
b

(
√
b+ x)(

√
b− x) dx =

1

6
(2
√
b)3 =

9

2

ゆえに (2
√
b)3 = 27 したがって

√
b =

3

2
, b =

9

4

よって，Dに含まれる格子点は，次の 7個である．

(0, 0), (0, 1), (0, 2), (±1, 1), (±1, 2)

(2) 放物線 y = x2と直線 y = ax+ bの共有点の
x座標を α, βとすると (α < β)

x2 − (ax+ b) = (x− α)(x− β) (∗)

係数を比較して

α+ β = a, αβ = −b (∗∗)

　

(α, α2)

(β, β2)

D

領域Dの面積が
9

2
であるから，(∗)より

∫ β

α

{(ax+ b)− x2}dx = −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx =
1

6
(β − α)3 =

9

2

したがって (β − α)3 = 27 ゆえに β − α = 3 · · · 1©

1©と (∗∗)の第 1式から α =
a− 3

2
, β =

a+ 3

2

これらを (∗∗)の第 2式に代入して
(a− 3)(a+ 3)

4
= −b

a+ 3 = (a− 3) + 6より，a− 3と a+ 3の偶奇は一致する．上式の右辺が
整数より，a− 3, a+3はともに偶数である．ゆえに，α, βは整数である．
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領域Dに含まれる格子点の個数をN とすると，a, bが整数であるから

N =
3∑

k=0

{a(α + k) + b− (α + k)2 + 1}

=
3∑

k=0

(aα+ b− α2 + 1) + (a− 2α)
3∑

k=0

k −
3∑

k=0

k2

= 4(aα + b− α2 + 1) + 6(a− 2α)− 14

= 4aα+ 4b− 4α2 + 6a− 12α− 10

上式に α =
a− 3

2
，b = −1

4
(a+ 3)(a− 3)を代入すると

N = 2a(a− 3)− (a+ 3)(a− 3)− (a− 3)2 + 6a− 6(a− 3)− 10

= 8

よって，Dに含まれる格子点の個数は，a, bの値によらず一定である．�

6 (1) サイコロを振る 10回の試行のうち，奇数の目が 5回，偶数の目が 5回出
る確率であるから

10C5

(
1

2

)10

= 9·7·4× 1

210
=

63

256

(2) X(k) > 0 (0 < k < 6)，かつX(6) = 0となる確率は (左下の図)

2

26
よって，求める確率は

2

26
× 2 =

1

16

O

X

k6

3
2
1

54321

1
1

1

1
2

2
2

O

X

k1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1
1

1
1

1

1
2

2

3
5

4

5

9
14

14
14

1
2
3
4
5

(3) X(k) > 0 (0 < k < 10)，かつX(10) = 0となる確率は (右上の図)

14

210
よって，求める確率は

14

210
× 2 =

7

256

�
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7 (1) Mは線分BEの中点であるから

−−→
AM =

1

2
(
−→
AB +

−→
AE) =

1

2
(~b+ t~c)

Gは4ADEの重心であるから

−→
AG =

1

3
(
−→
AD+

−→
AE) =

1

3
(t~b+ t~c)

したがって

　 A

B C

D E
M

G

−−→
MC =

−→
AC−

−−→
AM = ~c− 1

2
(~b+ t~c) = −1

2
~b+

(
1− t

2

)
~c

−−→
MG =

−→
AG−

−−→
AM =

1

3
(t~b+ t~c)− 1

2
(~b+ t~c) =

(
t

3
− 1

2

)
~b− t

6
~c

|~b| = |~c| = 1，~b·~c = |~b||~c| cos π
3
=

1

2
であるから

−−→
MC·

−−→
MG =

{
−1

2
~b+

(
1− t

2

)
~c

}
·
{(

t

3
− 1

2

)
~b− t

6
~c

}
=

(
1

4
− t

6

)
|~b|2 +

(
−t2

6
+

2

3
t− 1

2

)
~b·~c+

(
t2

12
− t

6

)
|~c|2

=

(
1

4
− t

6

)
+

1

2

(
−t2

6
+

2

3
t− 1

2

)
+

(
t2

12
− t

6

)
= 0

(2) (1)の結果より，
−−→
MC⊥

−−→
MGであるから，4CGMの面積を Sとすると

|
−−→
MC|2 =

∣∣∣∣−1

2
~b+

(
1− t

2

)
~c

∣∣∣∣2 = 1

4
|~b|2 −

(
1− t

2

)
~b·~c+

(
1− t

2

)2

|~c|2

=
1

4
− 1

2

(
1− t

2

)
+

(
1− t

2

)2

=
1

4
(t2 − 3t+ 3),

|
−−→
MG|2 =

∣∣∣∣( t

3
− 1

2

)
~b− t

6
~c

∣∣∣∣2 = (
t

3
− 1

2

)2

|~b|2 − t

3

(
t

3
− 1

2

)
~b·~c+ t2

36
|~c|2

=

(
t

3
− 1

2

)2

− t

6

(
t

3
− 1

2

)
+

t2

36
=

1

12
(t2 − 3t+ 3),

S =
1

2
|
−−→
MC||

−−→
MG| = 1

2

√
1

4
· 1
12

(t2 − 3t+ 3) =
1

8
√
3

(
t− 3

2

)2

+

√
3

32

よって，4CGMの面積は，t =
3

2
のとき，最小値

√
3

32
をとる．
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発展 空間のベクトル考え，ベクトル積 (外積)を用いると 1

−−→
MC×

−−→
MG =

{
−1

2
~b+

(
1− t

2

)
~c

}
×
{(

t

3
− 1

2

)
~b− t

6
~c

}
=

{
−1

2

(
− t

6

)
−

(
1− t

2

)(
t

3
− 1

2

)}
~b×~c

=
1

6
(t2 − 3t+ 3)~b×~c

したがって

S =
1

2
|
−−→
MC×

−−→
MG| = 1

12
(t2 − 3t+ 3)|~b×~c|

=
1

12
(t2 − 3t+ 3)

√
|~b|2|~c|2 − (~b·~c)2

=
1

12
(t2 − 3t+ 3)·

√
3

2
=

√
3

24

(
t− 3

2

)2

+

√
3

32

また，~bと~cのなす角が
π

3
であるから，次のように計算してもよい．

|~b×~c| = |~b||~c| sin π

3
=

√
3

2

�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai 2017.pdf (p.10を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai_2017.pdf
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8 f(x) = a sin x+ b cosx+

∫ π

−π

f(t) cos t dt

k =

∫ π

−π

f(t) cos t dtとおくと f(x) = a sinx+ b cos x+ k · · · (∗)

k =

∫ π

−π

(a sin t+ b cos t+ k) cos t dt

= a

∫ π

−π

sin t cos t dt+ b

∫ π

−π

cos2 t dt+ k

∫ π

−π

cos t dt

=
a

2

[
sin2 t

]π
−π

+
b

2

[
t+

1

2
sin 2t

]π
−π

+ k

[
sin t

]π
−π

= bπ · · · 1©

(∗)より f(x) =
√
a2 + b2 sin(x+α)+k

(
cosα =

a√
a2 + b2

, sinα =
b√

a2 + b2

)
f(x)の最大値が 2πであるから

√
a2 + b2 + k = 2π · · · 2©∫ π

−π

sin2 x dx =
1

2

[
x− 1

2
sin 2x

]π
−π

= π,

∫ π

−π

cos2 x dx =
1

2

[
x+

1

2
sin 2x

]π
−π

= π,∫ π

−π

sin x cos x dx =
1

2

[
sin2 x

]π
−π

= 0,

∫ π

−π

sin x dx = 0,

∫ π

−π

cos x dx = 0

したがって∫ π

−π

{f(x)}2 dx =

∫ π

−π

(a sinx+ b cos x+ k)2dx

= a2
∫ π

−π

sin2 x dx+ b2
∫ π

−π

cos2 x dx+ k2

∫ π

−π

dx

= π(a2 + b2 + 2k2) (∗∗)

1©を 2©に代入して
√
a2 + b2 + bπ = 2π ゆえに a2 + b2 = π2(2− b)2 · · · 3©

1©， 3©を (∗∗)に代入すると
∫ π

−π

{f(x)}2 dx = π3{(2− b)2 + 2b2}

= 3π3

(
b− 2

3

)2

+
8

3
π3

b =
2

3
を 3©に代入して a2 +

4

9
=

16

9
π2 ゆえに a = ±2

3

√
4π2 − 1∫ π

−π

{f(x)}2 dxは，a = ±
2

3

√
4π2 − 1, b =

2

3
のとき，最小値

8

3
π3をとる．�
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9 α = ∠AOP，β = ∠AOQとすると

tanα =

1
p

p
=

1

p2
, tan β =

a
q

q
=

a

q2

∠POQ = β − α > 0であるから

tan∠POQ = tan(β − α) =
tan β − tanα

1 + tan β tanα

=

a
q2

− 1
p2

1 + a
q2
· 1
p2

=
ap2 − q2

p2q2 + a
> 0 (∗)

　

O

y

x

P

Q

α
β

pq

1
p

a
q

3点O(0, 0)，P

(
p,

1

p

)
，Q

(
q,

a

q

)
を頂点とする三角形の面積が 3であるから

1

2

∣∣∣∣p·aq − 1

p
·q
∣∣∣∣ = 3 ゆえに |ap2 − q2| = 6pq

a > 1および (∗)より，ap2 − q2 > 0であるから ap2 − q2 = 6pq · · · (∗∗)

(∗∗)を (∗)に代入して

tan∠POQ =
6pq

p2q2 + a
=

6

pq + a
pq

5 6

2
√
pq· a

pq

=
3√
a

tan∠POQの最大値が
3

4
であるから

3√
a
=

3

4
ゆえに

√
a = 4

よって，求める aの値は，a > 1に注意して a = 16 �
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10 (1) 3n = k3 + 1より

3n = (k + 1)(k2 − k + 1) · · · (∗)

(i) k = 1のとき 3n = 2

これを満たす正の整数 nは存在しない．

(ii) k = 2のとき，(∗)より，k+1，k2 − k+1は，共に 3l (lは自然数)の
形で表される．k2 − k + 1を k + 1で割ると

k2 − k + 1 = (k + 1)(k − 2) + 3

ユークリッドの互除法により，k+1と k2 − k+1の最大公約数は 3

k2 − k + 1 = k(k − 2) + k + 1 = k + 1

ゆえに k + 1 = 3 したがって，k = 2を (∗)に代入すると

3n = 9 これを解いて n = 2

よって (k, n) = (2, 2)

(2) 3n = k2 − 40 · · · (∗∗)
法 4に関して 3 ≡ −1, − 40 ≡ 0 (mod 4)

これを，(∗∗)に適用すると

(−1)n ≡ k2 (mod 4)

02 ≡ 0, (±1)2 ≡ 1, 22 ≡ 0 (mod 4)であるから，nは偶数である．

n = 2mとおいて (mは正の整数)，(∗∗)に代入すると

32m = k2 − 40 ゆえに (k − 3m)(k + 3m) = 40

k + 3m = (k − 3m) + 2·3mより，k − 3mと k + 3mの偶奇が一致すること
に注意すると，k − 3mと k + 3mは共に偶数であるから{

k − 3m = 2

k + 3m = 20
または

{
k − 3m = 4

k + 3m = 10

これを解いて (k, m) = (11, 2), (7, 1)

よって (k, n) = (11, 4), (7, 2) �
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11 (1) x → aのとき，f(x)− f(a) 5 0であるから

lim
x→a−0

f(x)− f(a)

x− a
= 0, lim

x→a+0

f(x)− f(a)

x− a
5 0

f(x)は x = aで微分可能で，上の左側極限と右側極限が一致するから

lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a
= 0 すなわち f ′(a) = 0

(2) 関数 f(x) =

{
|x| − x (x < 1のとき)

|x2 − 6x+ 8| (x = 1のとき)
のグラフは

O

y

x1 2 4

3

3

1

よって，求める実数 aの集合は

{a | 0 < a 5 1, a = 3}

(3) 本命題は偽である．

反例は f(x) =

{
1 (x < 0)

2 (x = 0)

O

y

x

1

2

�


