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平成31年度　一橋大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分

商・経済・法・社会学部　数 I・II・A・B　平成31年2月25日

問題 1 2 3 4 5

1 pを自然数とする．数列 {an}を

a1 = 1, a2 = p2, an+2 = an+1 − an + 13 (n = 1, 2, 3, · · · )

により定める．数列 {an}に平方数でない項が存在することを示せ．

2 原点をOとする座標平面上の点Qは円 x2 + y2 = 1上の x = 0かつ y = 0 の部
分を動く．点Qと点A(2, 2)に対して

−→
OP = (

−→
OA·

−→
OQ)

−→
OQ

を満たす点 Pの軌跡を求め，図示せよ．

3 f(x) = x3−3x+2とする．また，αは1より大きい実数とする．曲線C : y = f(x)

上の点P(α, f(α))における接線と x軸の交点をQとする．点Qを通るCの接
線の中で傾きが最小のものを `とする．

(1) `とCの接点の x座標を αの式で表せ．

(2) α = 2とする．`とCで囲まれた部分の面積を求めよ．

4 原点を Oとする座標平面上に，点 (2, 0)を中心とする半径 2の円 C1 と，点
(1, 0)を中心とする半径 1の円C2がある．点 Pを中心とする円 C3はC1に内
接し，かつC2に外接する．ただし，Pは x軸上にないものとする．Pを通り x

軸に垂直な直線と x軸の交点をQとするとき，三角形OPQの面積の最大値を
求めよ．
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5 左下の図のような縦 3列横 3列の 9個のマスがある．異なる 3個のマスを選び，
それぞれに 1枚ずつコインを置く．マスの選び方は，どれも同様に確からしい
ものとする．縦と横の各列について，点数を次のように定める．

• その列に置かれているコインが 1枚以下のとき，0点

• その列に置かれているコインがちょうど 2枚のとき，1点

• その列に置かれているコインが 3枚のとき，3点

縦と横のすべての列の点数の合計を Sとする．たとえば，右下の図のようにコ
インが置かれている場合，縦の 1列目と横の 2列目の点数が 1点，他の列の点
数が 0点であるから，S = 2となる．

(1) S = 3となる確率を求めよ．

(2) S = 1となる確率を求めよ．

(3) S = 2となる確率を求めよ．
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解答例

1 a1 = 1, a2 = p2, an+2 = an+1 − an + 13 (n = 1, 2, 3, · · · )

ゆえに a3 = a2 − a1 + 13 = p2 − 1 + 13 = p2 + 12

a4 = a3 − a2 + 13 = (p2 + 12)− p2 + 13 = 25

a5 = a4 − a3 + 13 = 25− (p2 + 12) + 13 = 26− p2

数列 {an}が平方数からなると仮定すると，a5 = 26− p2より，pが自然数であ
るから，条件を満たす pは

p = 1, 5

このとき，a3は平方数ではないので矛盾を生じる．
よって，数列 {an}に平方数でない項が存在する． �

2 P(x, y)，Q(cos θ, sin θ)とすると
(
0 5 θ 5 π

2

)
，
−→
OP = (

−→
OA·

−→
OQ)

−→
OQより

(x, y) = (2 cos θ + 2 sin θ)(cos θ, sin θ)

= (2 cos2 θ + 2 sin θ cos θ, 2 sin θ cos θ + 2 sin2 θ)

= (cos 2θ + sin 2θ + 1, sin 2θ − cos 2θ + 1)

=
(√

2 cos
(
2θ − π

4

)
+ 1,

√
2 sin

(
2θ − π

4

)
+ 1

)
−π

4
5 2θ − π

4
5 3

4
πであるから，点 Pの描く軌跡は，次のようになる．

O

y

x1

1

2

2

�

3 (1) f(x) = x3 − 3x+ 2より f ′(x) = 3x2 − 3

C上の点 P(α, f(α))における接線は

y − (α3 − 3α + 2) = (3α2 − 3)(x− α)

すなわち y = 3(α2 − 1)x− 2α3 + 2 · · · (∗)

これに y = 0を代入して整理すると

(α− 1){3(α + 1)x− 2(α2 + α + 1)} = 0

　

O

y

x

P

αβ

C

T

Q

−2

`

γ

R

−1
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点Qの x座標は，α > 1に注意して x =
2(α2 + α + 1)

3(α + 1)

`とCの接点をTとし，その x座標を βとすると，`と x軸の交点の x座
標は，β 6= −1に注意して

2(β2 + β + 1)

3(β + 1)

これが点Qの x座標と一致するから

2(β2 + β + 1)

3(β + 1)
=

2(α2 + α + 1)

3(α + 1)
ゆえに

β2

β + 1
=

α2

α+ 1

これを整理すると (α− β)(αβ + α + β) = 0

α 6= β であるから β = −
α

α + 1

(2) C上の点T(β, f(β))における接線の方程式は，(∗)と同様に

y = 3(β2 − 1)x− 2β3 + 2

Cと `の方程式から yを消去すると

x3 − 3x+ 2 = 3(β2 − 1)x− 2β3 + 2

整理すると (x− β)2(x+ 2β) = 0

T以外の共有点をRとし，その x座標を γとすると γ = −2β

`とCで囲まれた部分の面積を Sとすると

S =

∫ γ

β

{3(β2 − 1)x− 2β3 + 2− (x3 − 3x+ 2)}dx

= −
∫ γ

β

(x− β)2(x+ 2β) dx

=

∫ γ

β

(x− β)2(γ − x) dx =
1

12
(γ − β)4

α = 2のとき，β = −2

3
，γ =

4

3
，γ − β = 2 よって S =

1

12
·24 =

4

3
補足 積分公式 1∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m+ n+ 1)!
(β − α)m+n+1

を利用する． �
1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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4 C1，C2の中心をそれぞれ A(1, 0)，B(2, 0)

とし，C3の半径を r，中心Pの座標を (x, y)

とするとAP = 1+ r, BP = 2− rであるから

(x− 1)2 + y2 = (1 + r)2 · · · 1©
(x− 2)2 + y2 = (2− r)2 · · · 2©

1©− 2©より 2x = 6r ゆえに x = 3r

これを 1©に代入すると y2 = 8r(1− r)

4OPQの面積を Sとすると

　

P

O

y

xQ1 B
A

2 4

r

C2

C1

C3

S2 =
1

4
x2y2 =

1

4
(3r)2·8r(1− r) = 18r3(1− r)

0 < r < 1より，4正数 r, r, r, 3(1− r)の相加平均・相乗平均の大小関係により

r + r + r + 3(1− r)

4
= 4

√
r·r·r·3(1− r) ゆえに r3(1− r) 5 27

256

上式において，等号が成立する条件は

r = 3(1− r) すなわち r =
3

4

したがって S2 5 18× 27

256
ゆえに S 5 9

√
6

16

よって，求める4OPQの面積の最大値は
9
√
6

16
�
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5 (1) 3枚のコインを配置する場合の総数は 9C3 =
9·8·7
3·2·1

= 84 (通り)

S = 3となるのは，3枚のコインが縦 1列に並ぶ 3通りと横 1列に並ぶ 3

通りの計 6通り

よって，求める確率は P (S = 3) =
6

84
=

1

14

(2) 縦 1列に丁度 2枚のコインが並ぶ場合の数は，1列に並ぶ列の選び方が 3C1

通り，その配置法が 3C2通りあり，さらに残り 1枚の配置法が 2通りであ
るから

3C1 × 3C2 × 2 = 18 (通り)

同様に，横 1列に丁度 2枚のコインが並ぶ場合の数は 18 (通り)

よって，求める確率は P (S = 1) =
18 + 18

84
=

3

7

(3) まず，S = 0となる場合は，3枚のコインのうちどの 2枚も同じ縦の列ま
たは横の列にない場合であるから，その確率は

P (S = 0) =
3!

84
=

1

14

P (S = 2) = 1− P (S = 0)− P (S = 1)− P (S = 3)であるから

求める確率は 1− 1

14
− 3

7
− 1

14
=

3

7
�


