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平成18年度　一橋大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分

商・経済・法・社会学部　数 I・II・A・B　平成18年2月25日

問題 1 2 3 4 5

1 次の条件 (a)，(b)をともにみたす直角三角形を考える．ただし，斜辺の長さを
p，その他の 2辺の長さを q，rとする．

(a) p，q，rは自然数で，そのうちの少なくとも 2つは素数である．

(b) p+ q + r = 132

(1) q，rのどちらかは偶数であることを示せ．

(2) p，q，rの組をすべて求めよ．

2 座標平面上に 1辺の長さが 2の正三角形ABCがある．ただし，4ABCの重心
は原点の位置にあり，辺BCはx軸と平行である．また，頂点Aは y軸上にあっ
て y座標は正であり，頂点Cの x座標は正である．直線 y = xに関して 3点A，
B，Cと対称な点を，それぞれA′，B′，C′とする．

(1) C′の座標を求めよ．

(2) 4ABCと4A′B′C′が重なる部分の面積を求めよ．

3 大きさがそれぞれ 5，3，1の平面上のベクトル~a，~b，~cに対して，~z = ~a+~b+~c

とおく．

(1) ~a，~b，~cを動かすとき，|~z|の最大値と最小値を求めよ．

(2) ~aを固定し，~a·~z = 20をみたすように~b，~cを動かすとき，|~z|の最大値と
最小値を求めよ．

4 a，bを正の定数とする．関数 y = x3 − axのグラフと，点 (0, 2b3)を通る直線
はちょうど 2点P，Qを共有している．ただし，Pの x座標は負，Qの x座標
は正である．

(1) 直線 PQの方程式を aと bで表せ．

(2) PおよびQの座標を aと bで表せ．

(3) ∠POQ = 90◦となる bが存在するような aの値の範囲を求めよ．ただし，
Oは原点である．
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5 1，2，3，4が 1つずつ記された 4枚のカードがある．これらのカードから 1枚
を抜き出し元に戻すという試行をn回繰り返す．抜き出したn個の数の和をXn

とし，積を Ynとする．

(1) Xn 5 n+ 3となる確率を nで表せ．

(2) Ynが 8で割り切れる確率を nで表せ．
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解答例

1 (1) 条件 (b)および，直角三角形において pが斜線の長さ，q，rが他の 2辺の
長さであることから，三平方の定理により{

p+ q + r = 132 · · · 1©
p2 = q2 + r2 · · · 2©

q，rがともに奇数であると仮定すると， 1©より，pは偶数であるから

q ≡ ±1, r ≡ ±1, p ≡ 0, 2 (mod 4)

とおくと q2 ≡ r2 ≡ 1, p2 ≡ 0 (mod 4)

このとき，q2+ r2 ≡ 2 6≡ p2 (mod 4)であるから， 2©に反するので不合理．

(2) (1)の結論から，rが偶数のとき，r = 2とすると， 1©， 2©より

p+ q = 130, (p+ q)(p− q) = 4 ゆえに 130(p− q) = 4

これを満たす自然数 p，qは存在しないから，偶数 rは r = 4

このとき，p，qは素数である． 2©から

(p+ r)(p− r) = q2

p+ r > p− r > 0であるから

p+ r = q2, p− r = 1 ゆえに p =
q2 + 1

2
, r =

q2 − 1

2
· · · (∗)

これを 1©に代入すると q2 + 1

2
+ q +

q2 − 1

2
= 132

整理すると q2 + q − 132 = 0 ゆえに (q + 12)(q − 11) = 0

q > 0であるから q = 11 これを (∗)に代入して p = 61，r = 60

rが偶数であることに注意して (p, q, r) = (61, 11, 60)

qが偶数のときも同様にして (p, q, r) = (61, 60, 11)

よって (p, q, r) = (61, 11, 60), (61, 60, 11) �
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2 (1) 4ABCの外接円の半径を r とすると，
正弦定理により

2

sin 60◦
= 2r ゆえに r =

2√
3

直線OCの偏角が−π

6
であるから，OC′

の偏角を θ とすると

θ +
(
−π

6

)
2

=
π

4
ゆえに θ =

2π

3

したがって，点C′の座標は

　

O

y

x

A r

B C

C′

A′

B′

y=x

r

P1

Q1 P2

P3

Q2

Q3

(
r cos

2π

3
, r sin

2π

3

)
すなわち

(
−

1
√
3
, 1

)
(2) 直線B′C′ : x = −r

2
と直線AB : y =

√
3x+ rの交点を P1とすると

P1

(
−r

2
,

(
1−

√
3

2

)
r

)

直線BCと直線B′C′の交点をQ1とすると，Q1は y = x上にあるから

Q1

(
−r

2
,−r

2

)
求める面積は，上の図の六角形P1Q1P2Q2P3Q3である．3つの四角形OP1Q1P2，
OP2Q2P3，OP3Q3P1は合同であり，OP1Q1P2 = 24OP1Q1であるから

3× 24OP1Q1 = 6× 1

2

{(
1−

√
3

2

)
r −

(
−r

2

)}
·r
2

=
3

4

(
3−

√
3
)
r2 =

3

4

(
3−

√
3
)( 2√

3

)2

= 3 −
√
3

別解 4BP1Q1 =
1

2
BQ1·P1Q1 =

1

2

(√
3

2
− 1

2

)
r·

(
3

2
−

√
3

2

)
r =

2
√
3− 3

3

4ABC =
1

2
·22 sin π

3
=

√
3

よって 4ABC− 34BP1Q1 =
√
3− 3·2

√
3− 3

3
= 3 −

√
3 �
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3 (1) |~a| = 5，|~b| = 3，|~c| = 1より，|~b| − |~c| 5 |~b+~c| 5 |~b|+ |~c| であるから

2 5 |~b+~c| 5 4 · · · (∗)

|~a| > |~b+~c|より，|~a| − |~b+~c| 5 |~a+ (~b+~c)| 5 |~a|+ |~b+~c|であるから

1 5 |~a+~b+~c| 5 9 ゆえに 1 5 |~z| 5 9

~a = −5~c，~b = 3~cのとき，|~z| = 1， ~a = 5~c，~b = 3~cのとき，|~z| = 9

よって，|~z|は，最大値 9，最小値 1をとる．

(2) ~a·~z = 20より，~a·(~a+~b+~c) = 20であるから

|~a|2 + ~a·(~b+~c) = 20 ゆえに ~a·(~b+~c) = −5

~aと~b+~cのなす角を θとすると

~a·(~b+~c) = |~a||~b+~c| cos θ = −5 ゆえに |~b+~c| cos θ = −1

(∗)より，上式を満たす θが存在する．したがって

|~z|2 = |~a+ (~b+~c)|2

= |~a|2 + 2~a·(~b+~c) + |~b+~c|2

= 52 + 2·(−5) + |~b+~c|2

= 15 + |~b+~c|2

(∗)より 15 + 22 5 |~z|2 5 15 + 42 したがって
√
19 5 |~z| 5

√
31

よって，|~z|は，最大値
√
31，最小値

√
19をとる． �
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4 (1) y = x3 − axより，y′ = 3x2 − aであるから，曲線 y = x3 − ax上の点
(t, t3 − at) における接線の方程式は

y − (t3 − at) = (3t2 − a)(x− t) ゆえに y = (3t2 − a)x− 2t3

これが点 (0, 2b3)を通るから

−2t3 = 2b3 これを解いて t = −b

したがって，直線 PQの方程式は y = (2b2 − a)x + 2b3

(2) 曲線 y = x3 − axおよび直線 PQの方程式から，yを消去すると

x3 − ax = (2b2 − a)x+ 2b3 ゆえに (x+ b)2(x− 2b) = 0

条件から P(−b, ab − b3)，Q(2b,−2ab + 8b3)

(3) ∠POQ = 90◦であるから，
−→
OP·

−→
OQ = 0であるから

−2b2 + (ab− 2b2)(−2ab+ 8b3) = 0

b 6= 0 より 4b4 − 5ab2 + 1 + a2 = 0

s = b2とおくと，sに関する 2次方程式 4s2 − 5as+1+ a2 = 0が正の解を
もつ条件は

5a

4
> 0, (−5a)2 − 4·4(1 + a2) = 0

上の 2式から a > 0, (3a+ 4)(3a− 4) = 0 よって a =
4

3
�
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5 (1) Xn = nであるのは，n回とも 1を抜き出す確率であるから

P (Xn = n) =

(
1

4

)n

=
1

4n

Xn = n + 1であるのは，n回のうち，1を n− 1回，2を 1回抜き出す確
率であるから

P (Xn = n+ 1) =
n!

(n− 1)!1!

(
1

4

)n−1
1

4
=

n

4n

Xn = n+ 2となるのは，次の場合である．

• n回のうち，1を n− 1回，3を 1回抜き出す

• n回のうち，1を n− 2回，2を 2回抜き出す

したがって

P (X = n+ 2) =
n!

(n− 1)!1!

(
1

4

)n−1
1

4
+

n!

(n− 2)!2!

(
1

4

)n−2(
1

4

)2

=
n(n+ 1)

2·4n

Xn = n+ 3となるのは，次の場合である．

• n回のうち，1を n− 1回，4を 1回抜き出す

• n回のうち，1を n− 2回，2を 1回，3を 1回抜き出す

• n回のうち，1を n− 3回，2を 3回抜き出す

したがって

P (X = n+ 3) =
n!

(n− 1)!1!

(
1

4

)n−1
1

4
+

n!

(n− 2)!1!1!

(
1

4

)n−2
1

4
·1
4

+
n!

(n− 3)!3!

(
1

4

)n−3(
1

4

)3

=
n(n+ 1)(n+ 2)

6·4n

よって，求める確率は

P (Xn 5 n+ 3) = P (Xn = n) + P (Xn = n+ 1)

+ P (Xn = n+ 2) + P (Xn = n+ 3)

=
1

4n
+

n

4n
+

n(n+ 1)

2·4n
+

n(n+ 1)(n+ 2)

6·4n

=
(n + 1)(n + 2)(n + 3)

6·4n
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(2) X = {1, 3}とする．Ynが 2で割り切れない場合は，n回ともXを抜き出
す場合で，その確率を PAとすると

PA =

(
1

2

)n

=
1

2n

Ynが 2で割り切れるが，4で割り切れない場合は，n回のうち，n− 1回
Xを抜き出し，2を 1回抜き出す場合で，その確率を PBとすると

PB =
n!

(n− 1)!1!

(
1

2

)n−1
1

4
=

n

2n+1

Ynが 4で割り切れるが，8で割り切れないのは，次の場合である．

• n回のうち，n− 1回Xを抜き出し，4を 1回抜き出す

• n回のうち，n− 2回Xを抜き出し，2を 2回抜き出す

したがって，その確率を PC とすると

PC =
n!

(n− 1)!1!

(
1

2

)n−1
1

4
+

n!

(n− 2)!2!

(
1

2

)n−2(
1

4

)2

=
n(n+ 3)

2n+3

よって，求める確率は

1− (PA + PB + PC) = 1 −
n2 + 7n + 8

2n+3

�


