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1 Pick Up

1.1 北海道大学

□□ 1.1 ［北大理系 2024］ 1

tを実数とし，xy平面上の点 P(cos 2t, cos t)およびQ(sin t, sin 2t)を考える．

(1) 点 Pと点Qが一致するような tの値をすべて求めよ．

(2) tが 0 < t < 2πの範囲で変化するとき，点 Pの軌跡を xy平面上に図示せ
よ．ただし，x軸，y軸との共有点がある場合は，それらの座標を求め，図
中に記せ．

□□ 1.2 ［北大理系 2024］ 4

三角形 OABが，|
−→
OA| = 3，|

−→
AB| = 5，

−→
OA·

−→
OB = 10をみたしているとする．

三角形OABの内接円の中心を Iとし，この内接円と辺OAの接点をHとする．

(1) 辺OBの長さを求めよ．

(2)
−→
OIを

−→
OAと

−→
OBを用いて表せ．

(3)
−→
HIを

−→
OAと

−→
OBを用いて表せ．

1.2 東北大学

□□ 1.3 ［東北大理系 2024］ 3

nを 2以上の整数とする．それぞれ A，A，Bと書かれた 3枚のカードから無
作為に 1枚抜き出し，カードをもとに戻す試行を考える．この試行を n回繰り
返し，抜き出したカードの文字を順に左から右に並べ，n文字の文字列を作る．
作った文字列内にAAAの並びがある場合は不可とする．また，作った文字列
内にBBの並びがある場合も不可とする．これらの場合以外は可とする．たと
えば n = 6のとき，文字列 AAAABAや ABBBAAや ABBABBや BBBAAA

などは不可で，文字列BABAABやBABABAなどは可である．作った文字列
が可でかつ右端の 2文字がAAである確率を pn，作った文字列が可でかつ右端
の 2文字がBAである確率を qn，作った文字列が可でかつ右端の文字がBであ
る確率を rnとそれぞれおく．

(1) p2, q2, r2をそれぞれ求めよ．また，pn+1, qn+1, rn+1を pn, qn, rnを用い
てそれぞれ表せ．

(2) pn + 2qn + 2rnを nを用いて表せ．

(3) pn + iqn − (1 + i)rnを nを用いて表せ．ただし，iは虚数単位である．

(4) pn = rnを満たすための，nの必要十分条件を求めよ．
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1.3 筑波大学

□□ 1.4 ［筑波大 2024］ 1

4OABにおいて，OA = OB = 4，AB = 2とする．∠OABの二等分線と線分
OBの交点をCとし，点Oから直線ACに垂線ODを引く．

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b

とおく．以下の問いに答えよ．

(1)
−→
ACを~aと~bを用いて表せ．

(2)
−→
ODを~aと~bを用いて表せ．

(3) 4BCDの面積を求めよ．

□□ 1.5 ［筑波大 2024］ 5

aと bは実数の定数とする．関数

f(x) = (1− 2x2) cos 2x+ 2x sin 2x+ a cos2 x+ b

∫ x

0

t sin 2t dt

について，以下の問いに答えよ．

(1) a = 8π2, b = −4πのとき，0 < x <
3

2
πにおいて f(x)が極値をとる xの

値をすべて求めよ．

(2) 次の条件 (B)を満たす a，bを求めよ．

(B) 0 < x <
3

2
πにおいて，f(x)は極値をとらない．

1.4 千葉大学

□□ 1.6 ［千葉大 2024］ 1

以下の問いに答えよ．

(1) 3辺の長さが 2, 5, aである三角形が存在するような，aの値の範囲を求
めよ．

(2) 3辺の長さが log10(5x), log10(x+ 10), log10 3である三角形が存在するよ
うな，xの値の範囲を求めよ．

(3) ある二等辺三角形の 3辺の長さが log10(5x), log10(x+10), log10 3である
とき，xの値を求めよ．
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□□ 1.7 ［千葉大 2024］ 2

白球が 3個，黒球が 5個，赤球が 2個入った袋がある．以下のゲームを n回続
けて行う．

袋から球を 1個取り出す．白球だった場合は 1点を獲得する．黒球
だった場合はさいころを投げて，出た目が 3の倍数だった場合には 1

点，そうでない場合には 0点を獲得する．赤球だった場合はコイン
を投げて，表が出た場合は 2点，裏が出た場合は 0点を獲得する．取
り出した球は袋に戻さない．

(1) n = 2のとき，総得点がちょうど 3点となる確率を求めよ．

(2) n = 3のとき，総得点がちょうど 5点となる確率を求めよ．

(3) n = 3のとき，総得点が 4点以上となる確率を求めよ．

1.5 東京大学

□□ 1.8 ［東大理系 2024］ 1

座標空間内の点A(0,−1, 1)をとる．xy平面上の点Pが次の条件 (i)，(ii)，(iii)

をすべて満たすとする．

(i) Pは原点Oと異なる．

(ii) ∠AOP = 2

3
π

(iii) ∠OAP 5 π

6

Pがとりうる範囲を xy平面上に図示せよ．

1.6 東京工業大学

□□ 1.9 ［東工大 2024］ 5

整数の組 (a, b)に対して 2次式 f(x) = x2 + ax+ bを考える．方程式 f(x) = 0

の複素数の範囲のすべての解 αに対して αn = 1となる正の整数 nが存在する
ような組 (a, b)をすべて求めよ．
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1.7 一橋大学

□□ 1.10 ［一橋大 2024］ 1

m∑
k=1

k(n− 2k) = 2024を満たす正の整数の組 (m, n)を求めよ．

1.8 名古屋大学

□□ 1.11 ［名大理系 2024］ 3

座標空間の 3点A(3, 1, 3)，B(4, 2, 2)，C(4, 0, 1)の定める平面をHとする．
また， −→

AP = s
−→
AB + t

−→
AC (s, tは非負の実数)

を満たすすべての点 Pからなる領域をKとする．

(1) 内積
−→
AB·

−→
AB，

−→
AC·

−→
AC，

−→
AB·

−→
ACを求めよ．

(2) 原点O(0, 0, 0)から平面Hに下した垂線の足をQとする．
−→
AQを

−→
ABと−→

ACで表せ．

(3) 領域K 上の点 Pに対して，線分QP上の点で
−→
AR = r

−→
AC (rは非負の実

数)を満たす点Rが存在することを示せ．

(4) 領域Kにおいて原点Oからの距離が最小となる点 Sの座標を求めよ．

1.9 京都大学

□□ 1.12 ［京大理系 2024］ 1

n個の異なる色を用意する．立方体の各面にいずれかの色を塗る．各面にどの
色を塗るかは同様に確からしいとする．辺を共有するどの二つの面にも異なる
色が塗られる確率を pnとする．次の問いに答えよ．

(1) p4を求めよ．

(2) lim
n→∞

pnを求めよ．
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1.10 大阪大学

□□ 1.13 ［阪大理系 2024］ 4

a > 1とする．xy平面において，点 (a, 0)を中心とする半径 1の円をCとする．

(1) 円 Cの x = aの部分と y軸および 2直線 y = 1，y = −1で囲まれた図形
を y軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積 V1を求めよ．

(2) 円 C で囲まれた図形を y軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を
V2とする．(1)における V1について，V1 = 2V2となる aの値を求めよ．

1.11 神戸大学

□□ 1.14 ［神戸大理系 2024］ 1

cを正の実数とする．各項が正である数列 {an}を次のように定める．a1は関数

y = x+
√
c− x2 (0 5 x 5

√
c )

が最大値をとるときの xの値とする．an+1は関数

y = x+
√
an − x2 (0 5 x 5 √

an )

が最大値をとるときの xの値とする．数列 {bn}を bn = log2 anで定める．以下
の問に答えよ．

(1) a1を cを用いて表せ．

(2) bn+1を bnを用いて表せ．

(3) 数列 {bn}の一般項を nと cを用いて表せ．
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1.12 広島大学

□□ 1.15 ［広大理系 2024］ 1

A，B，C，D，Eの 5人が，それぞれゲーム αとゲーム βの 2種類のゲームを
行った．ゲーム αの得点を x，ゲーム βの得点を yで表す．下の表はそれぞれ
のゲームにおける得点である．ただし，a，bは整数である．なお，得点が負に
なることもあり得る．

　　 　　 　　 　　 　　A B C D E

得点 x 7 6 8 a 4

得点 y 0 −4 −1 2 b

ゲームαの得点 xの平均値は 7であるとし，ゲーム βの得点 yの平均値をmと
する．次の問いに答えよ．

(1) aの値を求めよ．

(2) p，qは実数で，p 6= 0とする．ゲーム βの得点 yを z = py+ qにより変換
し，新たな変量 zを作成する．zの分散を sz

2，二つの変量 x，zの共分散
を sxzとする．このとき，sz

2と sxzを p，q，mのうちの必要なものを用
いて表せ．ただし，変量 xと zの共分散は xの偏差と zの偏差の積の平均
値である．

(3) 変量 xと (2)で作った変量 zの相関係数が
3

4
であるとき，mと bの値を求

めよ．また，pが正であるか負であるかを答えよ．
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1.13 山口大学

□□ 1.16 ［山口大 2024］ 1

a, kを a 6= 0, k 6= 1を満たす定数とし，座標平面上の曲線 y = x2をCとする．
直線 lは点A(a, a2)において曲線Cと接し，直線mは点B(ka, k2a2)において
曲線 Cと接するものとする．また 2直線 lとmの交点をDとするとき，次の
問いに答えなさい．

(1) 点Dの座標を a, bを用いて表しなさい．

(2) AB = ADであるための必要十分条件を a, kを用いて表しなさい．

(3) 直線ABと直線 lが垂直であるための必要十分条件を a, kを用いて表しな
さい．

(4) 4ABDがAB = ADの直角二等辺三角形であるとき，4ABDの面積を求
めなさい．

□□ 1.17 ［山口大 2024］ 3

αを定数とする．実数全体を定義域とする関数 f(x)，g(x)に対し

C =

∫ 1

0

f(x)g(a− x) dx

と定めたとき，次の f(x)，g(x)についてCをそれぞれ aを用いて表しなさい．

(1) f(x) = x，g(x) = x2

(2) f(x) = sin πx，g(x) = x

(3) f(x) = x，g(x) =

{
x (x = 0)

0 (x < 0)

1.14 九州大学

□□ 1.18 ［九大理系 2024］ 4

nを 3以上の整数とする．座標平面上の点のうち，x座標と y座標がともに 1以
上 n以下の整数であるものを考える．これら n2個の点のうち 3点以上を通る
直線の個数を L(n)とする．以下の問いに答えよ．

(1) L(3)を求めよ．

(2) L(4)を求めよ．

(3) L(5)を求めよ．
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1.15 九州工業大学

□□ 1.19 ［九工大 2024］ 4

nは自然数とする．AとBの 2種類の文字のみを用いて，Bが連続しないよう
に n個並べた文字列全体の集合をXnとする．Xnの 2つの部分集合

Sn = {x | x ∈ Xn かつ xの最後の文字がA},
Tn = {x | x ∈ Xn かつ xの最後の文字がB}

の要素の個数をそれぞれ an，bnとおく．例えば，n = 1のとき，X1 = {A, B}，
S1 = {A}，T1 = {B}より，a1 = 1，b1 = 1である．また，n = 2のとき，
X2 = {AA, AB, BA}，S2 = {AA, BA}，T2 = {AB}より，a2 = 2，b2 = 1で
ある．次に答えよ．

(1) a3, b3, a4, b4を求めよ．

(2) an+1，bn+1をそれぞれ anと bnを用いて表せ．

(3) an = 100と bn = 100をともにみたす最小の nを求めよ．

(4) 自然数 a，bと c = a+ bに対して，

L = {d | dは a, bの公約数 }, R = {d | dは a, cの公約数 }

とする．L ⊂ Rと L ⊃ Rがともに成り立つこと (つまり L = R)を示せ．
また，すべての自然数mに対して，amと bmは互いに素であることを数
学的帰納法により示せ．

(5) rn =
an

an + bn
とする．ある関数 f(x)により等式 rm+1 = f(rm)がすべての

自然数mについて成立する．f(x)をひとつ求めよ．また，極限値 lim
m→∞

rm

を求めよ．
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1.16 福岡教育大学

□□ 1.20 ［福教大 2024］ 3

点Oを原点とする座標空間内に 3点A(2, 0, 0)，B(−2, 0, 0)，C(1, 2, 3)を
とる．O，A，Bと異なる点 P(x, y, z)が

−→
AP⊥

−→
BPとなるように動くとき，次

の問いに答えよ．

(1) x，y，zの満たす条件を求めよ．

(2) 直線APと yz平面との交点をQ(0, β, γ)とする．次の (ア)，(イ)，(ウ)

に答えよ．

(ア) β，γをそれぞれ x，y，zを用いて表せ．

(イ) x，y，zをそれぞれ β，γを用いて表せ．

(ウ) 点Pがさらに
−→
OP⊥

−→
OCとなるように動くとき，Qは yz平面上でどの

ような図形を描くか．Qの描く図形を求めよ．

1.17 佐賀大学

□□ 1.21 ［佐賀大 2024］ 1

平面上に OA = 4，OB =
√
2を満たす4OABがある．頂点 Bから直線 OA

に下ろした垂線を BCとする．また，頂点 Oから直線 ABに下ろした垂線を
ODとする．このとき，点Cは辺OAを 1 : 3に内分しているとする．

−→
OA = ~a，−→

OB = ~bとおくとき，次の問に答えよ．

(1) 内積~a·~bを求めよ．

(2) 実数 s，tを用いて
−→
OD = s~a+ t~bの形に表すとき，sと tの値を求めよ．さ

らに，|
−→
OD|の値を求めよ．

(3) 直線BCと直線ODの交点を Pとするとき，|
−→
OP|の値を求めよ．
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1.18 長崎大学

□□ 1.22 ［長崎大 2024］ 5

以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) p，qを実数とし，互いに異なるベクトル~a，~b，~cを，

~a = (1, p), ~b = (q,−1), ~c = (−1, 1)

とする．~a−~bと~cは垂直であり，~b−~cと~aは平行であるとき，p，qの値
をそれぞれ求めよ．

(2) 微分可能な関数 f(x)が，すべての実数 x，yに対して

f(x+ y) = f(x) + f(y)

を満たしている．このとき，f(0)の値を求めよ．また，lim
h→0

f(h)

h
= 2の

とき，f ′(x)および f(x)をそれぞれ求めよ．

(3)

∫ 0

−1

x2 − x4

1 + ex
dx =

∫ 1

0

ex(x2 − x4)

1 + ex
dxが成り立つことを示し，

定積分
∫ 1

−1

x2 − x4

1 + ex
dxを求めよ．

(4) nを整数とするとき，n2を 3で割った余りは 2にならないことを，n = 3k，
n = 3k + 1，n = 3k + 2 (kは整数)のそれぞれの場合について示せ．

また，l，m，nを整数とするとき，l2 +m2 = n2ならば，lまたはmは 3

の倍数となることを，背理法を用いて証明せよ．
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1.19 熊本大学

□□ 1.23 ［熊大理系 2024］ 2

平面上に点Oを中心とする半径 2の円Dがある。円Dの周上に異なる 3点A，
B，Cをとる。ただし，直線AB，BC，CAは点Oを通らないとする。2点A，
Bにおける円Dのそれぞれの接線の交点をPとする。同様に，2点B，Cにお
ける円Dのそれぞれの接線の交点をQ，2点C，Aにおける円Dのそれぞれの
接線の交点をRとする。

−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとするとき，以下の問い

に答えよ。

(1)
−→
OP =

4

4 + ~a·~b
(~a+~b) が成り立つことを示せ。

(2) ~a·~b = −2
√
3のとき，線分OPの長さを求めよ。

(3) ~a·~b = ~a·~c = −2
√
3かつ~b·~c = 2のとき，4PQRの面積を求めよ。

□□ 1.24 ［熊大医 2024］ 2

0 < θ <
π

3
とする。AB = 1，∠BAC = 3θである4ABCについて，辺BCの中

点をDとしたとき，∠BAD = 2θが成り立つとする。以下の問いに答えよ。

(1) AC = 2 cos θであることを示せ。

(2) BCを cos θを用いて表せ。

(3) BCの最大値とそのときの θの値を求めよ。

1.20 大分大学

□□ 1.25 ［大分大 2024］ 1

数列 {an}は，a1 = 2, an+1 − 2an = 0 (n = 1, 2, 3, · · · )を満たし，Sn =
n∑

k=1

ak

とする．

(1) 一般項 anを nを用いて表しなさい．

(2) Sn
2 + 4Sn + 4 = 210を満たす nの値を求めなさい．

(3)
n∑

k=1

Sk = 2Sn − 10を満たす nの値を求めなさい．
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1.21 宮崎大学

□□ 1.26 ［宮崎大 2024］ 1

次の空欄 あ ～ お を適切な数または数式で埋めよ．ただし，log x

は xの自然対数を表す．

(1) 関数 f(x) = x sin(1− x)の導関数は，f ′(x) = あ である．

(2) 関数 f(x) = e
x

1+x の導関数は，f ′(x) = い である．

(3) 関数 f(x) = x
√
1 + x2の不定積分は，

∫
f(x) dx = う + Cである．

ただし，Cは積分定数とする．

(4) 関数 f(x) = x2 log xの不定積分は，
∫

f(x) dx = え +Cである．た

だし，Cは積分定数とする．

(5) 定積分
∫ π

3

0

cos2
x

4
dxの値は， お である．
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□□ 1.27 ［宮崎大 2024］ 9

平面上に固定された円があり，円周上に点
が 8つ，円周を 8等分するようにとられてい
る．さらに，右図のように，番号 1は円の中
心を表し，番号 2～9はそれぞれ，円周上の
点を表すとする．1から 9までの番号が 1つ
ずつ書かれた 9枚のカードがあり，A，B，C

の 3人が，司会者のもとで次のゲームを行う．

　 2

8

6

4 1

9

5 7

3

司会者は，9枚のカードから無作為に 3枚をとってAに渡し，続いて，残り
6枚のカードから無作為に 3枚をとってBに渡し，続いて，残った 3枚のカー
ドをCに渡す．Aは，受け取ったカードに書かれた番号が表す 3点のうちのど
の 2点も線分で結ぶ．BもCも，Aと同じことを行う．このようにして，3人
それぞれが図形を作る．

このとき，次の各問に答えよ．

(1) Aの作る図形が三角形でない確率を求めよ．

(2) 3人の作る図形がいずれも三角形である確率を求めよ．

(3) このゲームを 4回行ったとき，次の 6つの条件 1©～ 6©がすべて満たされ
るとする．ただし， 1 ～ 9 はそれぞれ，1～9の番号が書かれたカード
を表す．

1© ある回で誰かに線分で結ばれたことのある 2点は，他のどの回におい
ても誰にも結ばれない

2© Aの作る図形は 4回とも三角形ではない

3© 1回目に，Bは 3 を受け取る

4© 2回目に，Bは 2 と 4 を，Cは 5 と 6 を受け取る

5© 3回目に，Bは 2 と 3 を，Cは 6 と 7 を受け取る

6© 4回目に，Cは 2 と 8 を受け取る

このとき，A，B，Cのそれぞれが各回でどの番号のカードを受け取ったかを答
えよ．ただし，例えば，ある回で Aが 1 , 2 , 3 ，Bが 4 , 5 , 6 ，Cが
7 , 8 , 9 を受け取ったときは，

A

1 2 3

B

4 5 6

C

7 8 9

のように解答欄に記すとし，解答欄において番号の書かれていない部分のみを
埋めよ．なお，受け取ったカードの組み合わせが正しければ，その番号の並び
順は問わない．
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1.22 鹿児島大学

□□ 1.28 ［鹿児島大 2024］ 7

nを自然数とし，次の整式を考える．

f(x) = x6n + x3n − 2,

g(x) = x2 + x+ 1, h(x) = x2 − x+ 1

(1) 方程式 g(x) = 0の解は x3 − 1 = 0を満たし，方程式 h(x) = 0の解は
x3 + 1 = 0を満たすことを示せ．

ここで，f(x)を 2次式で割ると，商が (6n− 2)次式，余りが 1次以下の整式に
なることに注意すると

f(x) = g(x)q(x) + r(x), q(x)は (6n− 2)次式,

r(x)は 1次以下の整式

と書ける．

(2) r(x) = 0，つまり f(x)は g(x)で割り切れることを示せ．

(3) f(x)が h(x)で割り切れるならば，nは偶数であることを示せ．

(4) n = 1のとき，方程式 f(x) = 0のすべての虚数解を極形式で答えよ．

1.23 琉球大学

□□ 1.29 ［琉球大 2024］ 4

白玉 1個が入った袋Aと，白玉 2個と赤玉 2個が入った袋Bがある．袋Bから
無作為に玉を 1個取り出し，袋Aに入っている玉と交換する．この試行を繰り
返す．n回試行を繰り返したあとに，袋Aに入っている玉が白である確率を pn
とする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) p1を求めよ．

(2) pn+1を pnの式で表せ．

(3) lim
n→∞

pnを求めよ．
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2 類比問題

2.1 基本

□□ 2.1 ［山口大 2024］ 8

次の問いに答えなさい．ただし，(1)，(2)の解答は答のみを解答用紙の所定の
解答欄に記入しなさい．

(1) 8!の正の約数の個数を求めなさい．

(2) 17で割ると 2余り，22で割ると 4余る自然数のうち，4桁で最小のものを
求めなさい．

(3) aを定数とし，xの 2次不等式

2x2 − (2a− 3)x− 3a < 0 · · · 1©

を考える．次の問いに答えなさい．

(i) 2次不等式 1©の解を求めなさい．
(ii) 2次不等式 1©を満たす整数 xが 4個だけ存在するとき，aの値の範囲
を求めなさい．

□□ 2.2 ［福教大 2024］ 1

次の問いに答えよ．

(1) 楕円
x2

4
+

y2

9
= 1に内接する長方形で，各辺が座標軸に平行な長方形の面

積の最大値を求めよ．

(2) 次の連立方程式を満たす整数 x，y，zの組をすべて求めよ．{
4x2y2z = 1283

2z = (8x)y

(3) zを複素数とし，w = i
z + 2

z − 1
とする．複素数平面において点 zが原点Oを

中心とする半径 2の円上を動くとき，点wが描く図形を求めよ．ただし，
iは虚数単位とする．
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□□ 2.3 ［長崎大 2024］ 3

以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) p，qを実数とし，互いに異なるベクトル~a，~b，~cを，

~a = (1, p), ~b = (q,−1), ~c = (−1, 1)

とする．~a−~bと~cは垂直であり，~b−~cと~aは平行であるとき，p，qの値
をそれぞれ求めよ．

(2) 数列 {an}の初項から第 n項までの和を Snとする．数列 {an}の初項は
1

3
で，すべての自然数 nに対して an+1 = r(1− Sn)が成り立つ．ただし，r

は 0 < r < 1を満たす定数である．a2，a3を rを用いてそれぞれ表せ．ま
た，n = 2のとき，an+1を r，anを用いて表し，数列 {an}が等比数列に
なるように rの値を定めよ．

(3) nを整数とするとき，n2を 3で割った余りは 2にならないことを，n = 3k，
n = 3k + 1，n = 3k + 2 (kは整数)のそれぞれの場合について示せ．

また，l，m，nを整数とするとき，l2 +m2 = n2ならば，lまたはmは 3

の倍数となることを，背理法を用いて証明せよ．

□□ 2.4 ［長崎大 2024］ 4

以下はそれぞれ個別の問題である．各問いに答えよ．

(1) t = cos xとおくとき，cos 2xおよび cos 3xを tの式でそれぞれ表せ．また，
0 5 x 5 πのとき，cos x+ cos 2x+ cos 3x > 0となるような xの値の範囲
を求めよ．

(2) 微分可能な関数 f(x)が，すべての実数 x，yに対して

f(x+ y) = f(x) + f(y)

を満たしている．このとき，f(0)の値を求めよ．また，lim
h→0

f(h)

h
= 2の

とき，f ′(x)および f(x)をそれぞれ求めよ．

(3)

∫ 0

−1

x2 − x4

1 + ex
dx =

∫ 1

0

ex(x2 − x4)

1 + ex
dxが成り立つことを示し，

定積分
∫ 1

−1

x2 − x4

1 + ex
dxを求めよ．
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□□ 2.5 ［鹿児島大 2024］ 1

次の各問いに答えよ．

(1) 4個のさいころを同時に投げるとき，ちょうど 3個のさいころの出る目が
同じになる確率を求めよ．

(2) 次の不等式を解け．
|x2 + 6x− 1| 5 7− x

(3) 次の数の大小関係を調べ，小さい順に並べよ．ただし，3.1 < π < 3.2を
用いてよい．

1

2
, log11 π,

4

√
1

8

2.2 積分法の応用 (数学 III)

□□ 2.6 ［北大理系 2024］ 5

関数
f(x) = x log(x+ 2) + 1 (x > −2)

を考える．y = f(x)で表される曲線を C とする．C の接線のうち傾きが正で
原点を通るものを `とする．ただし，log tは tの自然対数である．

(1) 直線 `の方程式を求めよ．

(2) 曲線Cは下に凸であることを証明せよ．

(3) Cと `および y軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

□□ 2.7 ［東北大理系 2024］ 1

aを正の実数とし，f(x) = x2 − 2ax + 4a2とする．Oを原点とする xy平面上
の放物線C : y = f(x)の頂点をAとする．直線OAとCの交点のうちAと異
なるものを P(p, f(p))とし，Oから Cへ引いた接線の接点をQ(q, f(q))とす
る．ただし，q > 0とする．

(1) p，qの値を aを用いて表せ．また，p > qであることを示せ．

(2) 放物線Cの q 5 x 5 pの部分，線分OP，および線分OQで囲まれた図形
の面積を Sとおく．Sを aを用いて表せ．

(3) (2)の Sに対し，S =
2

3
となるときの aの値を求めよ．
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□□ 2.8 ［筑波大 2024］ 2

以下の問いに答えよ．

(1) x > 1，y > 1のとき，不等式

logx y + logy x = 2

が成り立つことを示せ．

(2) 座標平面において，連立不等式

x > 1, y > x, logx y + logy x <
5

2

の表す領域を図示せよ．

(3) (2)の領域の中で x2 + y2 < 12を満たす部分に境界線を含めた図形をDと
する．Dの面積を求めよ．

□□ 2.9 ［筑波大 2024］ 4

座標平面において，媒介変数表示

x = −t

(
t− 3

2

)
, y = sin πt (0 5 t 5 1)

で表される曲線をCとする．以下の問いに答えよ．

(1) 定積分
∫ 1

0

t sin πt dtを求めよ．

(2) 実数 aに対し，曲線Cと直線 x = aの共有点の個数を求めよ．

(3) 曲線Cと x軸で囲まれた図形の面積を求めよ．
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□□ 2.10 ［九工大 2024］ 2

a > 0, b > 0, 0 < t < 1とする．曲線

C :
(x− 1)2

a2
+

y2

b2
= 1

は 3直線
l1 : y = x, l2 : y = −x+ 2, l3 : y = −t

に接しているとし，Cと l1の接点を Pとする．次に答えよ．

(1) a, bを tを用いて表せ．

(2) 点 Pの座標を tを用いて表せ．

(3) l2と l3の交点を Qとする．直線 PQが点 (1, 0)を通るとき，tの値を求
めよ．

(4) 曲線Cの媒介変数表示を x = 1+ a cos θ，y = b sin θとし，点Pの座標を
(1 + a cos β, b sin β)と表す．tが (3)で求めた値のとき，β (0 5 β < 2π)

を求めよ．

(5) tは (3)で求めた値とし，曲線 C の y = 0の部分を C1とする．2直線 l1，
l2と曲線C1で囲まれた図形の面積 Sを求めよ．

□□ 2.11 ［琉球大 2024］ 1

aを正の実数とする．曲線 y = log xの点 (a, log a)における接線を l1，点
(2a, log 2a)における接線を l2とする．次の問いに答えよ．

(1) 接線 l1の方程式を求めよ．

(2) l1と l2の交点の座標を求めよ．

(3) 曲線 y = log xと直線 l1，l2で囲まれた図形の面積をS(a)とする．
S(a)

a
を

求めよ．
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2.3 場合の数と確率

□□ 2.12 ［一橋大 2024］ 5

nを 3以上の奇数とする．円に内接する正 n角形の頂点から無作為に相異なる
3点を選んだとき，その 3点を頂点とする三角形の内部に円の中心が含まれる
確率 pnを求めよ．

2.4 数列 (数学B)

□□ 2.13 ［京大理系 2024］ 4

与えられた自然数 a0に対して，自然数からなる数列 a0, a1, a2, · · · を次のよ
うに定める．

an+1 =


an
2

(anが偶数のとき)

3an + 1

2
(anが奇数のとき)

次の問いに答えよ．

(1) a0, a1, a2, a3がすべて奇数であるような最小の自然数 a0を求めよ．

(2) a0, a1, · · · , a10がすべて奇数であるような最小の自然数 a0を求めよ．

□□ 2.14 ［熊大理系 2024］ 4

実数からなる数列 {an}は n = 1, 2, 3, · · · に対して

an+1 =

{
3n−1 (an < 1 のとき)

log3 an (an = 1のとき)

を満たすとする。以下の問いに答えよ。

(1) 2以上の自然数 nに対して an = 0であることを示せ。

(2) a4 + a5 = 1のとき，a3, a4, a5を求めよ。

(3) a4 + a5 = 1のとき，a1 のとりうる値の範囲の最大値と最小値ををそれ
ぞれM1, m1とし，a2のとりうる値の範囲の最大値と最小値をそれぞれ
M2, m2とする。このとき，m1 +m2 + log3M1M2の値を求めよ。
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2.5 空間のベクトル (数学B)

□□ 2.15 ［京大理系 2024］ 3

座標空間の 4点O，A，B，Cは同一平面上にないとする．線分OAの中点をP，
線分ABの中点をQとする．実数 x，yに対して，直線OC上の点Xと，直線
BC上の点Yを次のように定める．

−→
OX = x

−→
OC,

−→
BY = y

−→
BC

このとき，直線QYと直線 PXがねじれの位置にあるための x，yに関する必
要十分条件を求めよ．

□□ 2.16 ［阪大理系 2024］ 3

空間内の 2直線 `，mはねじれの位置にあるとする．`とmの両方に直交する
直線がただ 1つ存在することを示せ．
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2.6 確率分布と統計 (数学B)

□□ 2.17 ［長崎大 2024］ 10

ある町の中学校 1年生の 50メートル走における所要時間 (単位は秒)は，母平
均m，母分散 1の正規分布に従うものとする．

高校生の花子さんと太郎さんは，この母集団から無作為に何人かを抽出して，
母集団の調査をそれぞれ行った．

表 1は，花子さんが 10人の生徒 (A,B,C,· · · ,J)を無作為に抽出したときの各自
の所要時間 (測定値)を示している．以下の問いに答えよ．必要に応じて，次の
ページの正規分布表を用いてもよい．

表１

生徒 A B C D E F G H I J

測定値 (秒) 9.0 9.0 8.0 8.0 9.0 9.0 10.0 9.0 10.0 x

(xは正の実数)

(1) 花子さんが選んだ 10人の生徒のうち，Jを除いた 9人の標本の平均m1と
分散 S1

2を，それぞれ求めよ．

(2) 花子さんが選んだ (1)の 9人の測定値の標本を用いて，母平均mに対する
信頼度 95%の信頼区間を，小数第 3位を四捨五入して求めよ．

(3) 花子さんが選んだ 10人の標本の平均m2と分散 S2
2を，xを用いてそれぞ

れ表せ．また，8 5 x 5 10のとき，平均m2と分散 S2
2の取り得る値の範

囲を，それぞれ求めよ．

(4) 太郎さんは，花子さんとは別に 4人の生徒を無作為に抽出して調べること
とした．母平均m = 8のとき，4人の標本の平均が 9秒以上となる確率
を，小数第 3位を四捨五入して求めよ．
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正　規　分　布　表

次の表は，標準正規分布の分布曲線における右
図の斜線部分の面積の値をまとめたものである．

　

O

y

zz0

z0 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359

0.1 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
0.2 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141
0.3 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517
0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224

0.6 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549
0.7 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852
0.8 0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133
0.9 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389
1.0 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621

1.1 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830
1.2 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015
1.3 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177
1.4 0.4192 0.4207 0.4222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319
1.5 0.4332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441

1.6 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545
1.7 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633
1.8 0.4641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706
1.9 0.4713 0.4719 0.4726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767
2.0 0.4772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817

2.1 0.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857
2.2 0.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890
2.3 0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916
2.4 0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936
2.5 0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952

2.6 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964
2.7 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974
2.8 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981
2.9 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986
3.0 0.4987 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 0.4989 0.4990 0.4990

26



□□ 2.18 ［鹿児島大 2024］ 5

袋の中に−1, 0, 1が書かれたカードがそれぞれ 1枚，1枚，m枚ずつ入ってい
る．ただし，mは自然数である．この袋の中から無作為に 2枚同時に取り出す．
取り出されたカードに書かれた数字をそれぞれX，Y とする．ただし，X 5 Y

とする．

(1) m = 2のとき，確率 P (X = 0)を求めよ．

(2) m = 9のとき，確率 P (Y = 1)を求めよ．

(3) XY の期待値E(XY )が正となるようなmのうち，最小のものを求めよ．
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3 頻出問題

3.1 複素数と方程式

□□ 3.1 ［一橋大 2024］ 3

f(x)は xに関する 4次多項式で 4次の係数は 1である．f(x)は (x+1)2で割る
と 1余り，(x− 1)2で割ると 2余る．f(x)を求めよ．

3.2 図形と方程式

□□ 3.2 ［神戸大理系 2024］ 2

a，b，cは実数で，a 6= 0とする．放物線Cと直線 `1, `2をそれぞれ

C : y = ax2 + bx+ c

`1 : y = −3x+ 3

`2 : y = x+ 3

で定める．`1，`2がともにCに接するとき，以下の問に答えよ．

(1) bを求めよ．また cを aを用いて表せ．

(2) Cが x軸と異なる 2点で交わるとき，
1

a
のとりうる値の範囲を求めよ．

(3) Cと `1の接点を P，Cと `2の接点をQ，放物線Cの頂点をRとする．a

が (2)の条件を満たしながら動くとき，4PQRの重心Gの軌跡を求めよ．

□□ 3.3 ［宮崎大 2024］ 4

座標平面上に 2点 A(4, 1)，B(8, 4)と，円 x2 + y2 = 1上を動く点 Pがある．
4ABPの重心をGとするとき，次の各問に答えよ．

(1) 点Gの軌跡を求めよ．

(2) 4ABGの面積の最小値を求めよ．
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3.3 三角関数

□□ 3.4 ［佐賀大 2024］ 6

f(x) = 4x3 − 3xについて，次の問に答えよ．

(1) 関数 y = f(x)の増減を調べ，方程式 f(x) = aが異なる実数解を 3個もつ
ための，定数 aについての条件を求めよ．

(2) cos 3θ = f(cos θ)を示せ．

(3) 方程式 f(x) = −
√
2

2
の実数解をすべて求めよ．

□□ 3.5 ［熊大理系 2024］ 3

0 < θ <
π

3
とする。AB = 1，∠BAC = 3θである4ABCについて，辺BCの中

点をDとしたとき，∠BAD = 2θが成り立つとする。以下の問いに答えよ。

(1) AC = 2 cos θであることを示せ。

(2) BCを cos θを用いて表せ。

(3) BCの最大値とそのときの θの値を求めよ。

□□ 3.6 ［宮崎大 2024］ 7

0 5 θ < πとする．t = cos θとするとき，次の各問に答えよ．

(1) cos 4θを tの式で表せ．

(2) cos 4θ = cos θを満たすような tの値をすべて求めよ．

(3) sin2 2

5
π + sin2 4

5
πの値を求めよ．

3.4 指数関数と対数関数

□□ 3.7 ［山口大 2024］ 2

点 P(u, v)が連立不等式 u = 1，v = 1，uv 5 105，u2v3 5 1012の表す領域D

内を動くとき，次の問いに答えなさい．ただし，(1)の解答は答のみを解答用
紙の所定の解答欄に記入しなさい．

(1) a = log10 3，b = log10 2とする．u = 3，v = 2のとき log10(u
5v6)を a，b

を用いて表しなさい．

(2) x = log10 u，y = log10 vとおく．点 P(u, v)が領域D内を動くとき，点
Q(x, y)が動く領域を座標平面内に図示しなさい．

(3) u5v6の最大値を求めなさい．
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3.5 微分法と積分法 (数学 II)

□□ 3.8 ［筑波大 2024］ 3

f(x) = x(x + 1)(x − 1)とする．座標平面において，曲線 y = f(x)を Cとし，
曲線C上の点 (t, f(t))における接線を Lとする．以下の問いに答えよ．

(1) 直線 Lの方程式を tを用いて表せ．

(2) t 6= 0のとき，直線Lと曲線Cの共有点で，点 (t, f(t))とは異なるものを
(a, f(a))とする．aを tを用いて表せ．また，tが 0を除いた実数を動く
とき，f ′(t)f ′(a)の最小値を求めよ．

(3) 次の条件 (A)を満たすような実数 tの範囲を求めよ．

(A) 曲線C上の点 (s, f(s))における接線が直線Lと直交するような実数
sが存在する．

□□ 3.9 ［千葉大 2024］ 3

aを実数とする．f(x) = x2 − ax+ a2 − 2について，以下の問いに答えよ．

(1) y = f(x)のグラフと x軸が x > 0の範囲に共有点を 2個もつような，aの
値の範囲を求めよ．

(2) kを正の実数とし，g(x) = kxとする．aが (1)の範囲あるとき，y = |f(x)|
のグラフと y = g(x)のグラフの共有点がちょうど 3個となるような kを
求めよ．

□□ 3.10 ［一橋大 2024］ 2

a，bを実数とする．曲線 C : y = x2と曲線 C ′ : y = −x2 + ax + bはある点を
共有しており，その点におけるそれぞれの接線は直交している．C と C ′で囲
まれた部分の面積の最小値を求めよ．
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□□ 3.11 ［山口大 2024］ 10

次の問いに答えなさい．

(1) 関数 y =
1

3
x3 − 3x + 5の増減を調べ，極値を求めなさい．また，そのグ

ラフの概形をかきなさい．

(2) a = 0とし，関数 y =
1

3
x3 − 3x+ 5 (0 5 x 5 a)の最大値を g(a)，最小値

を h(a)とする．

(i) g(a)を求めなさい．

(ii) h(a)を求めなさい．

(iii) 関数 y = g(x)のグラフと関数 y = h(x)のグラフおよび直線 x = 4で
囲まれた部分の面積を求めなさい．

□□ 3.12 ［佐賀大 2024］ 5

tは 0 < t < 1を満たすとする．

f(x) =
1

2
x2 − 2tx+ 1, g(x) = −1

2
x2 − (t− 2)x− 2t+ 1

とおく．次の問に答えよ．

(1) 2つの曲線 y = f(x)と y = g(x)の交点の x座標をすべて求めよ．

(2) 2つの曲線 y = f(x)と y = g(x)および直線 x = 2tで囲まれた 2つの図形
のうち，左側の図形の面積 S(t)を求めよ．

(3) tが 0 < t < 1の範囲を動くとき，(2)のS(t)の増減を調べ，極値を求めよ．

□□ 3.13 ［大分大 2024］ 2

nを 2以上の自然数とする．2つの曲線

C1 : y = (x− 1)2, C2 : y =
1

n
x2

について，C1とC2で囲まれた図形の面積を Snとする．

(1) 実数 α, βについて，A = β − αとおく．次の定積分をAを用いて表しな
さい． ∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

(2) Snを nを用いて表しなさい．

(3) 不等式

∣∣∣∣n√nSn −
4

3

∣∣∣∣ < 1

3
を満たす最小の自然数 nを求めなさい．
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□□ 3.14 ［鹿児島大 2024］ 2

次の関数を考える．

y = 4 sin3 θ − 4 cos3 θ + 3
√
2 sin θ cos θ (0 5 θ < 2π)

また，x = sin θ − cos θとする．

(1) xのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) yを xの関数で表せ．

(3) yの最大値と最小値を求めよ．また，そのときの θの値を求めよ．

3.6 複素数平面 (数学 III)

□□ 3.15 ［筑波大 2024］ 6

定数 αは実数でない複素数とする．以下の問いに答えよ．

(1)
α− |α|
α + |α|

は純虚数であることを示せ．

(2) 純虚数 βで，
β − |α|
α+ |α|

が純虚数となるものがただ一つ存在することを示せ．

(3) 複素数 zを
z − |α|
α + |α|

が純虚数となるように動かすとき，|z|が最小となる z

を αを用いて表せ．

□□ 3.16 ［京大理系 2024］ 2

|x| 5 2を満たす複素数 xと，|y − (8 + 6i)| = 3を満たす複素数 yに対して，

z =
x+ y

2
とする．このような複素数 zが複素数平面において動く領域を図示

し，その面積を求めよ．
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□□ 3.17 ［阪大理系 2024］ 2

α，βを複素数とし，複素数 zに対して

f(z) = z2 + αz + β

とおく．α，βは

|f(1)− 3| 5 1 かつ |f(i)− 1| 5 3

を満たしながら動く．ただし，iは虚数単位である．

(1) f(1 + i)がとりうる値の範囲を求め，複素数平面上に図示せよ．

(2) f(1 + i) = 0であるとき，α，βの値を求めよ．

□□ 3.18 ［広大理系 2024］ 4

複素数平面において，点 1を中心とする半径
√
2の円をCとする．次の問いに

答えよ．

(1) 点 αが円Cと虚軸との交点であるとき，α +
1

α
を求めよ．

(2) 円C上の点 zに対し，点−1

z
も円C上にあることを示せ．

(3) 円Cの点 zに対し，w = z +
1

z
とする．複素数w，zは

|w − 2| = 2

|z|

を満たすことを示せ．

(4) 円C上の点 zに対し，(3)で定めた複素数wは

|w − 2||w + 2| = 4

を満たすことを示せ．
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□□ 3.19 ［九大理系 2024］ 2

整式
f(z) = z6 + z4 + z2 + 1

について，以下の問いに答えよ．

(1) f(z) = 0をみたすすべての複素数 zに対して，|z| = 1が成り立つことを
示せ．

(2) 次の条件をみたす複素数wをすべて求めよ．

条件： f(z) = 0をみたすすべての複素数 zに対して
f(wz) = 0が成り立つ．

□□ 3.20 ［九工大 2024］ 3

次に答えよ．

(1) z = cos
2π

9
+ i sin

2π

9
とする．z9と z3 + z3を求めよ．ただし，iは虚数単

位を表し，zは zと共役な複素数を表す．

(2) k = 1, 2, 3, 4に対して，8 cos3
2kπ

9
− 6 cos

2kπ

9
+ 1 を求めよ．

(3) cos
2π

9
+ cos

4π

9
+ cos

8π

9
と cos

2π

9
· cos 4π

9
· cos 8π

9
を求めよ．

(4) k = 1, 2, 4に対して，cos
2kπ

9
は無理数であることを示せ．

(5) cos
2π

9
は 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 (a, b, cは有理数, a 6= 0) の解とは

ならないことを示せ．
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□□ 3.21 ［佐賀大 2024］ 4

複素数平面上に |α| = 2を満たす点A(α)がある．方程式

|z − 1| =
√
2 · · · 1©

|z − α| =
√
5 · · · 2©

について，次の問に答えよ．

(1) 複素数平面上で方程式 1©を満たす点 zの全体が表す図形を描け．また，方
程式 1©および 2©を満たす複素数 zの個数が 2個であることを示せ．

(2) 方程式 1©および 2©を満たす複素数 zについて

z(α− 1) + z(α− 1) = 0

が成り立つことを示せ．

(3) 方程式 1©および 2©を満たす異なる2つの複素数をβ，γとする．2点B(β)，
C(γ)と原点Oが一直線上にあることを示せ．また，|β| = bとおくとき，
|γ|を bを用いて表せ．

□□ 3.22 ［長崎大 2024］ 9

zに関する 4次方程式 z4 + pz2 + qz+27 = 0 (p, qは実数)がある．複素数αと
α2はこの 4次方程式の解であり，αの実部と虚部はともに正とする．以下の問
いに答えよ．ただし，zは複素数 zの共役複素数を表すものとする．

(1) z1，z2が複素数のとき，z1 + z2 = z1 + z2，および z1 z2 = z1z2が成り立
つことを示せ．

(2) αはこの 4次方程式の解であることを示せ．

(3) α + α2は純虚数であることを示せ．

(4) |α|および αの値をそれぞれ求めよ．

(5) この 4次方程式のすべての解を求めよ．また，p，qの値をそれぞれ求めよ．

□□ 3.23 ［琉球大 2024］ 3

zを複素数で |z − 1| =
√
2を満たすものとし，w = z +

1

z
とする．次の問いに

答えよ．

(1)

∣∣∣∣1z + 1

∣∣∣∣2 = 2であることを示せ．

(2) |w − 2||w + 2| = 4であることを示せ．
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3.7 関数

□□ 3.24 ［北大理系 2024］ 3

次の問いに答えよ．

(1) αを実数とする．次のように定められた数列 {an}の一般項を求めよ．

α1 = α, an+1 =
1

2
an + 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

(2) 関数 f1(x), f2(x), f3(x), · · · を次の関係式で定める．

f1(x) = 3x

fn+1(x) = (n+ 2)xn+1 +

(∫ 1

0

fn(t) dt

)
x

関数 fn(x)を xと nの式で表せ．

3.8 極限 (数学 III)

□□ 3.25 ［千葉大 2024］ 7

nを正の整数とする．xの関数

f(x) = x3 − 2nx2 + (2n− 3)x+ 1

について以下の問いに答えよ．

(1) αを f(x) = 0の 1つの解とする．f

(
1

1− α

)
の値を求めよ．

(2) 方程式 f(x) = 0は異なる 3つの実数解をもつことを示せ．

(3) 方程式 f(x) = 0の解で 2番目に大きいものを βnとする．極限 lim
n→∞

βnを

求めよ．
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□□ 3.26 ［阪大理系 2024］ 1

自然数 nに対して，関数 fn(x)を

fn(x) = 1− 1

2
enx + cos

x

3
(x = 0)

で定める．ただし，eは自然対数の底である．

(1) 方程式 fn(x) = 0は，ただ 1つの実数解をもつことを示せ．

(2) (1)における実数解を anとおくとき，極限値 lim
n→∞

anを求めよ．

(3) 極限値 lim
n→∞

nanを求めよ．

□□ 3.27 ［山口大 2024］ 6

動点Rが正四面体OABCの辺上を動く．動点Rは時刻 t = 0のとき点Oにあ

り，時刻が 1進むごとに，他の 3つの頂点のいずれかにそれぞれ
1

6
の確率で移

動しているか，
1

2
の確率で元の頂点にある．このとき，次の問いに答えなさい．

ただし，(1)の解答は答のみを解答用紙の所定の解答欄に記入しなさい．

(1) (i) 時刻 t = 2のとき，Rが点Oにある確率を求めなさい．

(ii) 時刻 t = 2のとき，Rが点Aにある確率を求めなさい．

(iii) 時刻 t = 3のとき，Rが点Aにある確率を求めなさい．

(iv) 時刻 t = 3においてRがAにあるとき，時刻 t = 2のときにRが点O

にあった条件付き確率を求めなさい．

(2) nを自然数とする．時刻 t = nのとき動点RがO，A，B，Cの各頂点に
ある確率をそれぞれ zn, an, bn, cnとする．

(i) 次の等式が成り立つことを数学的帰納法により証明しなさい．

an = bn = cn

(ii) znを nの式で表しなさい．

(iii) 極限 lim
n→∞

znを求めなさい．
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□□ 3.28 ［長崎大 2024］ 8

下図のように，一辺の長さが 1の正方形OABCがある．辺OA上に点P1をと
り，AP1 = a1とする．ただし，0 < a1 < 1とする．

∠AP1Q1 = ∠BQ1R1 = ∠CR1S1 = θ
(
0 < θ <

π

4

)
となるように点Q1，R1，S1

を，それぞれ辺AB，BC，CO上にとる．

さらに，∠OS1P2 = ∠AP2Q2 = ∠BQ2R2 = ∠CR2S2 = θとなるように点 P2，
Q2，R2，S2を，それぞれ辺OA，AB，BC，CO上にとる．

このような操作を繰り返し，点Pn，Qn，Rn，Snを，それぞれ辺OA，AB，BC，
CO上にとる．APn = anとするとき，以下の問いに答えよ．

(1) 線分AQn，BRn，CSnの長さを，an，θを用いてそれぞれ表せ．

(2) an+1を an，θを用いて表せ．

(3) anを a1，n，θを用いて表せ．

(4) P1とP2が同じ点のとき，a1を θを用いて表せ．また，P1とP2が異なる
点のとき，この操作を繰り返すと，Pnは線分OAをどのような比に内分
する点に限りなく近づくか説明せよ．

P1P2 A

BC

O

Q1

R1

S1

a1

1

図
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3.9 微分法とその応用 (数学 III)

□□ 3.29 ［名大理系 2024］ 1

関数 f(x) =
√
x+

2√
x
(x > 0)に対して，y = f(x)のグラフをCとする．

(1) f(x)の極値を求めよ．

(2) x軸上の点P(t, 0)からCにちょうど 2本の接線を引くことができるとす
る．そのような実数 tの値の範囲を求めよ．

(3) (2)において，Cの 2つの接点の x座標を α, β (α < β)とする．α, βが
ともに整数であるような組 (α, β)をすべて求めよ．

□□ 3.30 ［琉球大 2024］ 2

aを実数とし，f(x) = x2 − 1

x
+ aとする．次の問いに答えよ．

(1) 曲線 y = f(x)の点 (t, f(t))における接線の方程式を求めよ．

(2) 原点Oから曲線 y = f(x)にちょうど 2本の接線が引けるような aの値を
求めよ．

3.10 積分法 (数学 III)

□□ 3.31 ［千葉大 2024］ 4

以下の問いに答えよ．

(1) 定積分
∫ 2

3
π

0

x2 sinx dxを求めよ．

(2) 複素数平面上の 3点P(z)，Q(−1)，R(
√
3− 1− i)が正三角形をなすとき，

複素数 zを求めよ．ただし，iは虚数単位である．

(3) 正の整数 n, p, qが，p > qかつ pC2 + qC1 = nを満たすとする．mC2 5 n

となる最大の整数mを求めよ．

□□ 3.32 ［東大理系 2024］ 2

次の関数 f(x)を考える．

f(x) =

∫ 1

0

|t− x|
1 + t2

dt (0 5 x 5 1)

(1) 0 < α <
π

4
をみたす実数 αで，f ′(tanα) = 0となるものを求めよ．

(2) (1)で求めた αに対し，tanαの値を求めよ．

(3) 関数 f(x)の区間 0 5 x 5 1における最大値と最小値を求めよ．必要なら
ば，0.69 < log 2 < 0.7であることを用いてよい．
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3.11 積分法の応用 (数学 III)

□□ 3.33 ［千葉大 2024］ 6

関数 f(x) = ex + e−2xについて以下の問いに答えよ．

(1) 関数 f(x)の最小値を求めよ．

(2) f(x) = 2となる xの値をすべて求めよ．

(3) (2)で求めた値のうち最小のものをa1，最大値のものをa2とする．y = f(x)

のグラフ，x軸，直線 x = a1，直線 x = a2で囲まれる図形を x軸の周り
に 1回転してできる立体の体積を求めよ．

□□ 3.34 ［神戸大理系 2024］ 4

1辺の長さが
√
2の正方形ABCDを底面にもち，高さが 1である直方体ABCD-

EFGHを，頂点の座標がそれぞれ

A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(−1, 0, 0), D(0,−1, 0)

E(1, 0, 1), F(0, 1, 1), G(−1, 0, 1), H(0,−1, 1)

になるように xyz空間内におく．以下の問に答えよ．

(1) 直方体ABCD-EFGHを直線AEのまわりに 1回転してできる回転体をX1

とし，また直線ABのまわりに 1回転してできる回転体をX2とする．X1

の体積 V1とX2の体積 V2を求めよ．

(2) 0 5 t 5 1とする．平面 x = tと線分 EFの共有点の座標を求めよ．

(3) 直方体ABCD-EFGHを x軸のまわりに 1回転してできる回転体をX3と
する．X3の体積 V3を求めよ．

□□ 3.35 ［福教大 2024］ 4

区間 0 5 x 5 π

2
において，2つの曲線 y = sinx，y = cos 2xと 2つの直線x = 0，

x =
π

2
とで囲まれた部分をDとする．次の問いに答えよ．

(1) Dの面積を求めよ．

(2) 0 5 x 5 π

2
の範囲で | sin x| = | cos 2x|を解け．

(3) Dを x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．
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□□ 3.36 ［佐賀大 2024］ 3

kを定数とする．曲線 y = e
√
xと直線 y = kxが 1点Pで接しているとき，次の

問に答えよ．

(1) 曲線 y = e
√
xの凹凸，変曲点を調べ，その概形をかけ．

(2) 定数 kの値と点 Pの座標を求めよ．

(3) 曲線 y = e
√
xと直線 y = kxおよび y軸で囲まれた図形の面積を求めよ．

□□ 3.37 ［熊大理系 2024］ 1

eを自然対数の底とする。以下の問いに答えよ。

(1) 曲線 y = ex上の点 (a, ea)における接線の方程式を求めよ。

(2) (1)で求めた接線の傾きを p，y切片を qとする。qを pの式で表せ。

(3) (2)で求めた pの式を f(p)とする。曲線 y = f(x)上の点 (1, f(1))におけ
る接線 `1および点 (e, f(e))における接線 `2の方程式を求めよ。

(4) (3)で求めた 2本の接線 `1，`2および曲線 y = f(x)によって囲まれた部分
の面積を求めよ。

□□ 3.38 ［大分大 2024］ 4

xy平面の曲線

C : x = 3 cos3 θ, y = 3 sin3 θ
(
0 < θ <

π

2

)
上の点 Pにおける接線と，x軸，y軸との交点をそれぞれQ，Rとする．

(1) 点Pの座標を (3 cos3 θ, 3 sin3 θ)とするとき，2点Q，Rの座標を θを用い
てそれぞれ表しなさい．

(2) 点 Pが C 上を動くとき，線分QRを 1 : 2に内分する点 Sの軌跡を求め，
図示しなさい．

(3) (2)で得られた軌跡と x軸，y軸で囲まれた図形を，y軸のまわりに 1回転
してできる回転体の体積を求めなさい．

(4) 曲線Cの
π

6
5 θ 5 π

4
に対応する部分の長さを求めなさい．
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□□ 3.39 ［宮崎大 2024］ 5

関数 f(x) =
x2 − 1

x2 + 1
および座標平面上の曲線C : y = f(x)について，次の各問

に答えよ．

(1) f(x)の導関数 f ′(x)および第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ．

(2) lim
x→∞

f(x)， lim
x→−∞

f(x)を求めよ．

(3) f(x) 5 0となる xの値の範囲を a 5 x 5 bとするとき，aと bの値を求め

よ．さらに，定積分 I =

∫ b

a

1

x2 + 1
dxの値を，x = tan θとおくことによ

り求めよ．

(4) 関数 f(x)の増減，極値，曲線 C の凹凸，変曲点および漸近線を調べて，
曲線Cの概形をかけ．

(5) 曲線Cと x軸で囲まれた部分の面積 Sを求めよ．

3.12 場合の数と確率 (数学A)

□□ 3.40 ［北大理系 2024］ 2

各面に 1つずつ数が書かれた正八面体のさいころがある．「1」,「2」,「3」が書
かれた面がそれぞれ 1つずつあり，残りの 5つの面には「0」が書かれている．
このさいころを水平な床面に投げて，出た面に書かれた数を持ち点に加えると
いう試行を考える．最初の持ち点は 0点とし，この試行を繰り返す．例えば，3

回の試行を行ったとき，出た面に書かれた数が「0」,「2」,「3」であれば，持
ち点は 5となる．なお，さいころが水平な床面にあるとき，さいころの上部の
水平な面を出た面とよぶ．また，さいころを投げるとき，各面が出ることは同
様に確からしいとする．

(1) この試行をn回行ったとき，持ち点が 2以下である確率を求めよ．ただし，
nは 2以上の自然数とする．

(2) この試行を 4回行って持ち点が 10以上であったときに，さらにこの試行
を 2回行って持ち点が 17点以上である条件付き確率を求めよ．
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□□ 3.41 ［神戸大理系 2024］ 3

nを自然数とする．以下の問に答えよ．

(1) 1個のサイコロを投げて出た目が必ず nの約数となるような nを小さい順
に 3つ求めよ．

(2) 1個のサイコロを投げて出た目が nの約数となる確率が
5

6
であるような n

を小さい順に 3つ求めよ．

(3) 1個のサイコロを 3回投げて出た目の積が 160の約数となる確率を求めよ．
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□□ 3.42 ［山口大 2024］ 4

動点Rと Sが立方体OABC-DEFGの辺上を独立に動く．時刻 t = 0のとき
R，Sはともに点Oにある．その後，各動点は時刻が 1進むごとに，xの確率で

元の頂点にあるか，もしくは隣にある 3つの頂点のいずれかにそれぞれ
1

3
(1−x)

の確率で移動している．ただし，ある頂点の隣にある頂点とは，辺の両端の頂
点のうち他方の頂点のことである．また，0 5 x 5 1とする．

例えば，時刻 tのとき動点Rが点 Eにある場合，時刻 t + 1においてRは x

の確率で点Eにあるか，もしくはそれぞれ
1

3
(1− x)の確率で点A，D，Fのい

ずれかにある．動点 Sについても同様である．

次の問いに答えなさい．(1)の解答は答のみを解答用紙の所定の解答欄に記
入しなさい．

D

O A

B

G F

C

E

(1) x =
1

2
とする．

(i) 時刻 t = 2のとき，Rが点Oにある確率を求めなさい．

(ii) 時刻 t = 3のとき，Rが点Aにある確率を求めなさい．

(iii) 時刻 t = 3においてRが点Aにあるとき，時刻 t = 2のときにRが点
Oにあった条件付き確率を求めなさい．

(2) 時刻 t = 3のとき，3点O，R，Sが正三角形をなす確率を p(x)とする．

(i) 時刻 t = 3のとき，Rが点Bにある確率を xを用いて表しなさい．

(ii) p(x)を求めなさい．

(iii) p(x)の最大値とそのときの xの値を求めなさい．
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□□ 3.43 ［山口大 2024］ 5

mを 0以上の整数とし，k，rを自然数とする．kの正の約数の個数をD(k)と

おく．また，
k

rm
が整数となるような整数mのうち最大のものをMr(k)とする．

例えば，60 = 22 × 3 × 5なのでM2(60) = 2，M3(60) = 1である．このとき，
次の問いに答えなさい．ただし，(1)，(2)の解答は答のみを解答用紙の所定の
解答欄に記入しなさい．

(1) M2(8!)およびD(8!)の値を求めなさい．

(2) M2(30!)，M3(30!)およびM12(30!)の値を求めなさい．

(3) d = D(30!)とおく．(2)で求めたM12(30!)の値をnとするとき，
n∑

i=1

D

(
30!

12i

)
を dを用いて表しなさい．

□□ 3.44 ［福教大 2024］ 2

1個のさいころを繰り返し投げるゲームを行う．1の目が k回出た時点でゲー
ムは終わる．このとき，ゲームが終わった時点でさいころを投げた回数が nで
ある確率を pnとする．ただし，kは 2以上の整数で，nは k以上の整数とする．

(1) pk, pk+1を求めよ．

(2) pnを求めよ．

(3) pn < pn+1を満たす nの範囲を求め，さらに pnが最大となる nをすべて
求めよ．
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□□ 3.45 ［佐賀大 2024］ 2

座標平面上で，点Pは原点 (0, 0)を出発点とし，1個のさいころを投げて出た
目によって次の通りに動くものとする．

出た目が奇数のとき，x軸の正の向きに 1だけ動く

出た目が 2または 4のとき，x軸の負の向きに 1だけ動く

出た目が 6のとき，y軸の正の向きに 1だけ動く

nを 2以上の自然数とするとき，次の問に答えよ．

(1) さいころを n回投げるとき，点Pの座標が (1, n− 1)となる場合は何通り
あるか．

(2) さいころを n回投げるとき，点Pの座標が (0, n− 2)となる場合は何通り
あるか．

(3) さいころを n回投げるとき，点Pの x座標が 0以上，かつ y座標が n− 2

以上となる場合は何通りあるか．

□□ 3.46 ［大分大 2024］ 3

サイコロが 2個あり，ひとつは 3面が赤く，3面が黒く塗られており，もうひと
つは 2面が赤く，4面が黒く塗られている．これら 2個のサイコロを使って次
のゲームを行う．なお，2個のサイコロを同時に 1回投げることを「試行」と
呼ぶことにする．

• 試行を最大 3回繰り返す．ただし，1回目または 2回目の試行で 2個とも
赤い面が出れば，以降の試行は行わずゲームを終了する．

• 各試行で出た赤い面の個数の合計をゲームの得点とする．

(1) 1回の試行で赤い面がちょうど 1個出る確率を求めなさい．

(2) 2回以下の試行でゲームが終了する確率を求めなさい．

(3) 起こり得るゲームの得点とその確率をすべて求めなさい．
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□□ 3.47 ［宮崎大 2024］ 3

AとBの 2人が，赤玉 3個，白玉 9個の合計 12個の玉が入った袋から，次のよ
うにして，最大 6回玉を取り出すゲームを行う．

• 1回目はAが 1個，2回目は Bが 1個，3回目はAが 2個，4回目は Bが
2個，5回目はAが 3個，6回目は Bが 3個，袋から玉を取り出す．ただ
し，複数個の玉を取り出すときは，同時に取り出すとする．

• Aと Bのどちらかが赤玉を取り出したならば，その時点でゲームを終了
する．

このとき，次の各問に答えよ．

(1) 毎回，取り出した玉を戻すとする．このとき，3回目でAが赤玉を取り出
してゲームが終了する確率を求めよ．

(2) 毎回，取り出した玉を袋に戻さないとする．このとき，Aが赤玉を取り出
してゲームが終了する確率を求めよ．

3.13 整数の性質 (数学A)

□□ 3.48 ［九大理系 2024］ 3

以下の問いに答えよ．

(1) 自然数 a, bが a < bをみたすとき，
b!

a!
= bが成り立つことを示せ．

(2) 2·a! = b!をみたす自然数の組 (a, b)をすべて求めよ．

(3) a! + b! = 2·c!をみたす自然数の組 (a, b, c)をすべて求めよ．

□□ 3.49 ［宮崎大 2024］ 6

a, b, cを整数とし，

P = a+ b+ c

Q = a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

R = a3 + b3 + c3 − 3abc

とおく．このとき，次の各問に答えよ．

(1) P が 3の倍数ならば，Qは 3の倍数となることを示せ．

(2) Qが 3の倍数ならば，P は 3の倍数となることを示せ．

(3) Rが 3の倍数ならば，Rは 9の倍数でもあることを示せ．
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3.14 平面のベクトル (数学B)

□□ 3.50 ［山口大 2024］ 9

aを正の実数とする．Oを原点とする座標平面において，四角形OACBを考え
る．3点A，B，Cは曲線 y = x2 − 6x + 6上にあり，

−→
OA =

−→
BCを満たすとす

る．点Aの x座標を aとするとき，次の問いに答えなさい．ただし，(1)の解
答は答のみを解答用紙記入しなさい．

(1) 点Bの x座標を aを用いて表しなさい．

(2) a = 1とする．

(i)
−→
OAと

−→
OBのなす角を求めなさい．

(ii) 四角形OACBの面積を求めなさい．

(iii) 4ABCの外接円の方程式を求めなさい．

3.15 空間のベクトル (数学B)

□□ 3.51 ［東北大理系 2024］ 4

xyz空間において，点P1(3,−1, 1)を中心とし半径が
√
5の球面S1と，点P2(5, 0,−1)

を中心とし半径が
√
2の球面 S2を考える．

(1) 線分 P1P2の長さを求めよ．

(2) S1と S2が交わりをもつことを示せ．この交わりは円となる．この円をC

とし，その中心を P3とする．Cの半径および中心 P3の座標を求めよ．

(3) (2)の円Cに対し，Cを含む平面をHとする．xy平面とHの両方に平行
で，大きさが 1のベクトルをすべて求めよ．

(4) 点Qが (2)の円C上を動くとき，Qと xy平面の距離 dの最大値を求めよ．
また，dの最大値を与える点Qの座標を求めよ．

□□ 3.52 ［一橋大 2024］ 4

実数a，bは−1 < a < 1，−1 < b < 1を満たす．座標空間内に4点A(a,−1,−1)，
B(−1, b,−1)，C(−a, 1, 1)，D(1,−b, 1)をとる．

(1) A，B，C，Dがひし形の頂点となるとき，aと bの関係を表す式を求めよ．

(2) a，bが (1)の等式を満たすとき，A，B，C，Dを頂点とする四角形の面積
の最小値を求めよ．

48



□□ 3.53 ［広大理系 2024］ 2

座標空間内の 4点 O(0, 0, 0)，A(1, 1, 0)，B(0, 1, 1)，C(1, 2,−1)に対し，−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく．次の問いに答えよ．

(1) ~a·~b，~a·~c，~b·~cの値を求めよ．

(2) 点O，A，Bを通る平面をαとする．点Cから平面αに下した垂線と平面
αの交点をMとする．点Mの座標を求めよ．

(3) 点Mを (2)で定めた点とする．点Dを直線CM上の点であって

|
−→
AC| = |

−→
AD|

となるものとする．ただし，点Dは点Cとは異なる点である．このとき，
点Dの座標を求めよ．

(4) 点Dを (3)で定めた点とする．三角形CADの面積 Sを求めよ．

□□ 3.54 ［九大理系 2024］ 1

aを実数とし，座標空間内の 3点 P(−1, 1,−1)，Q(1, 1, 1)，R(a, a2, a3) を
考える．以下の問いに答えよ．

(1) a 6= −1, a 6= 1のとき，3点 P，Q，Rは一直線上にないことを示せ．

(2) aが−1 < a < 1の範囲を動くとき，三角形PQRの面積の最大値を求めよ．

□□ 3.55 ［宮崎大 2024］ 2

右図のように，3組の向かい合った面がそれ
ぞれ平行である六面体を平行六面体という．
座標空間の 4 点 O(0, 0, 0)，A(4,−2, 6)，
B(2,−6, 4)，C(7,−1,−5)に対して，四角形
OADB，OAEC，OBFC，CEGFがすべて平
行四辺形となるように，4点D，E，F，Gを
とる．立体OADB-CEGFは平行六面体とな
る．このとき，次の各問に答えよ．

　

O A

D
B

C E
GF

(1)
−→
OA·

−→
OB，

−→
OA·

−→
OC，

−→
OB·

−→
OCの値をそれぞれ求めよ．

(2)
−→
OD，

−→
OE，

−→
OF，

−→
OGをそれぞれ成分表示せよ．

(3) 平行六面体OADB-CEGFの体積を求めよ．
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□□ 3.56 ［鹿児島大 2024］ 4

座標空間において，点A(2, 0, 4)，点B(3,−2, 5)を通る直線を l，点C(3, 2, 2)，
点D(4, 3, 0)を通る直線をmとする．

(1) 2つのベクトル
−→
AB，

−→
CDのなす角を，0◦と 180◦の間の範囲で答えよ．

(2) 直線 l，mが交わるか交わらないか調べよ．

(3) 直線 l，mの両方と交わり，両方と直交する直線を nとする．nと lの交
点，および nとmの交点を求めよ．

3.16 数列 (数学B)

□□ 3.57 ［広大理系 2024］ 3

x座標，y座標がともに整数である座標平面上の点を格子点と呼ぶことにする．
座標平面上の 3点を頂点にもつ三角形上の格子点とは，頂点，辺または内部に
含まれている格子点のことをいう．四角形に対しても同様に四角形上の格子点
を定めるものとする．

O(0, 0)を座標平面の頂点とする．aと bを互いに素な自然数，nを自然数とし
て，座標平面上の点 Pn(an, 0)，Qn(0, bn)を考える．次の問いに答えよ．

(1) 直線 PnQn上の格子点 (x, y)で x = 0，y = 0を満たすものは

(ak, b(n− k)) (k = 0, 1, · · · , n)

のみであることを示せ．

(2) P1とQ1をそれぞれP，Qと表す．点R(a, b)に対し，長方形OPRQ上の
格子点の個数を aと bを用いて表せ．また，三角形OPQ上の格子点の個
数を aと bを用いて表せ．

(3) 三角形OPnQn上の格子点の個数を a，b，nを用いて表せ．

(4) 座標空間内の原点O(0, 0, 0)と 3点X(an, 0, 0)，Y(0, bn, 0)，Z(0, 0, n)
をとる．点O，X，Y，Zを 4頂点とする四面体OXYZ上の格子点の個数
を a，b，nを用いて表せ．ただし，x座標，y座標，z座標のすべてが整
数である座標空間内の点を格子点と呼ぶことにする．また，四面体上の格
子点とは，頂点，辺，面または内部に含まれている格子点のことをいう．
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□□ 3.58 ［長崎大 2024］ 6

xy座標平面上において，x軸上に点 P1(a1, 0) (ただし，a1 > 2)がある．関数
f(x)を f(x) = x3 − 8とするとき，x = a1における曲線 C : y = f(x)上の点
をQ1(a1, f(a1))とする．また，Q1における C の接線 l1が x軸と交わる点を
P2(a2, 0)とする．さらに，x = a2におけるC上の点をQ2(a2, f(a2))とし，Q2

におけるCの接線 l2が x軸と交わる点をP3(a3, 0)とする．このような操作を
繰り返して得られる数列 {an}を考える．以下の問いに答えよ．

(1) 点Qn(an, f(an))における曲線Cの接線 lnの方程式を anを用いて表せ．

(2) an+1を anを用いて表せ．

(3) すべての自然数 nに対して，an > 2が成り立つことを数学的帰納法を用
いて証明せよ．

(4) すべての自然数 nに対して，an > an+1を示せ．

(5) すべての自然数 nに対して，an+1 − 2 <
2

3
(an − 2)を示し， lim

n→∞
anを求

めよ．

□□ 3.59 ［宮崎大 2024］ 11

{an}と {bn}を

(2 +
√
3)n = an +

√
3bn (n = 1, 2, 3, · · · )

を満たす自然数の数列とする．このとき，次の各問に答えよ．

(1) すべての自然数 nに対して，(2 −
√
3)n = an −

√
3bnが成り立つことを

示せ．

(2) 数列 {cn}を cn =
an
bn

−
√
3 (n = 1, 2, 3, · · · )により定める．このとき，す

べての自然数 nに対して，cn > cn+1が成り立つことを示せ．

51



□□ 3.60 ［鹿児島大 2024］ 3

c = 3である実数 cに対して，xの 2次方程式

x2 − 2(c+ 1)x+ c2 − 2c+ 9 = 0 · · · 1©

を考える．

(1) 2次方程式 1©は，cより大きい実数解と cより小さい実数解をもつことを
示せ．

(1)の結果を用いて，次のように数列{an}を定める．a1 = 3とする．c = a1のと
きの方程式 1©の実数解のうち，a1より大きい方を a2とおく．次に a2 > 3が成
り立つことに注意して，c = a2のときの方程式 1©の実数解のうち，a2より大き
い方を a3とおく．これを繰り返す．すなわち，3 = a1 < a2 < · · · < an−1 < an
が成り立ち，2次方程式

x2 − 2(an + 1)x+ an
2 − 2an + 9 = 0 · · · 2©

の実数解のうち，大きい方が an+1である．

(2) n = 2とする．2次方程式 2©の実数解のうち，小さい方は an−1であるこ
とを示せ．

(3) 数列 {an}が次の漸化式を満たすことを示せ．

an+1 = 2an − an−1 + 2 (n = 2, 3, · · · )

(4) 数列 {bn}を
bn = an+1 − an (n = 1, 2, · · · )

と定めるとき，数列 {bn}と数列 {an}の一般項を求めよ．
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4 応用問題

4.1 指数関数と対数関数

□□ 4.1 ［東北大理系 2024］ 2

以下の問いに答えよ．

(1) tを t > 1を満たす実数とする．正の実数 xが 2つの条件

(a) x >
1√
t− 1

(b) x = 2 logt x

をともに満たすとする．このとき，不等式

x+ 1 > 2 logt(x+ 1)

を示せ．

(2) n 5 2 log2 nを満たす正の整数 nをすべて求めよ．

4.2 複素数平面 (数学 III)

□□ 4.2 ［名大理系 2024］ 2

cを 1より大きい実数とする．また，iを虚数単位として，α =
1− i√

2
とおく．

複素数 zに対して，

P (z) = z3 − 3z2 + (c+ 2)z − c, Q(z) = −α7z3 + 3α6z2 + (c+ 2)αz − c

と定める．

(1) 方程式 P (z) = 0を満たす複素数 zをすべて求め，それらを複素数平面上
に図示せよ．

(2) 方程式Q(z) = 0を満たす複素数 zのうち実部が最大のものを求めよ．

(3) 複素数 zについての 2つの方程式 P (z) = 0，Q(z) = 0が共通解 βを持つ
とする．そのときの cの値と βを求めよ．

53



4.3 関数

□□ 4.3 ［山口大 2024］ 7

関数 f(x)を

f(x) = (x− [x])2 − (x− [x]) +
1

6
(x = 0)

と定める．ただし，[x]は xを超えない最大の整数を表す．さらに，nを自然数
とし，

S(x) =
n∑

k=1

f

(
k

n
+ x

)
(x = 0)

とする．次の問いに答えなさい．

(1) 次の等式が成り立つことを示しなさい．

f(x+ 1) = f(x)

(2) 次の等式が成り立つことを示しなさい．

S

(
x+

1

n

)
= S(x)

(3) 0 5 x <
1

n
のとき，方程式 S(x) = 0を解きなさい．

(4) x = 0のとき，方程式 S(x) = 0を解きなさい．

4.4 極限 (数学 III)

□□ 4.4 ［千葉大 2024］ 5

nを 3以上の整数とする．座標平面上の 2n個の点からなる集合

{(x, y) | x = 1, 2, 3, . . . , n, y = 1, 2}

を考える．この集合から異なる 3点を無作為に選び，その 3点を線分で結んで得
られる図形の面積をXとする．ただし，3点が同一直線上にあるときはX = 0

とする．

(1) kが 0以上の整数のとき，Xが
k

2
となる確率 pkを nと kの式で表せ．

(2) Xが
n

4
以下のとなる確率を qnとおく． lim

n→∞
qnを求めよ．
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□□ 4.5 ［千葉大 2024］ 8

半径 1，中心Oの円Cがある．2つの円C1とC2が次の 2つの条件を満たすと
する．

• C1とC2はどちらもCに内接する．

• C1とC2は互いにCに外接する．

円C1，C2の中心をそれぞれD，Eとし，半径をそれぞれp，qとする．θ = ∠DOE

とおく．以下の問いに答えよ．

(1) qを pと θを用いて表せ．

(2) pを固定する．θが 0に近づくとき，
q

θ2
の極限値を求めよ．

さらに，円C3が次の 2つの条件を満たすとする．

• C3とC1は半径が等しい．

• C3はCに内接し，C1，C2のどちらとも外接する．

このとき以下の問いに答えよ．

(3) p =
√
2− 1のとき，qの値を求めよ．

(4) θが 0に近づくとき，
q

p
の極限値を求めよ．

□□ 4.6 ［千葉大 2024］ 9

mを0以上の整数，nを1以上の整数，tを0 < t < 1を満たす実数とし，F (m, n)

を

F (m, n) =
m+n−1∑
k=m

kCmt
k

で定める．

(1) pを整数とする．

A =
(t− 1)F (m+ 1, n) + tF (m, n)

tp

が tによらない値となるような pと，そのときのAを求めよ．

(2) 極限 lim
n→∞

F (m, n)が収束することを示し，その極限値を求めよ．ただし，

0 < s < 1のとき lim
k→∞

kmsk = 0であることは用いてよい．
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□□ 4.7 ［東工大 2024］ 3

xy平面上に，点 A(a, 0)，B(0, b)，C(−a, 0) (ただし 0 < a < b)をとる．点
A，Bを通る直線を `とし，点Cを通り線分 BCに垂直な直線を kとする．さ
らに，点Aを通り y軸に平行な直線と直線 kとの交点をC1とし，点C1を通り
x軸に平行な直線と直線 `との交点をA1とする．以下，n = 1, 2, 3, . . .に対し
て，点Anを通り y軸に平行な直線と直線 kとの交点をCn+1，点Cn+1を通り
x軸に平行な直線と直線 `との交点をAn+1とする．

(1) 点An，Cnの座標を求めよ．

(2) 4CBAnの面積 Snを求めよ．

(3) lim
n→∞

BAn

BC
を求めよ．

□□ 4.8 ［東工大 2024］ 4

nを正の整数とし，C1, . . . , Cnをn枚の硬貨とする．各 k = 1, . . . , nに対し，硬
貨Ckを投げて表が出る確率を pk，裏が出る確率を 1− pkとする．この n枚の
硬貨を同時に投げ，表が出た硬貨の枚数が奇数であれば成功，というゲームを
考える．

(1) pk =
1

3
(k = 1, . . . , n)のとき，このゲームで成功する確率Xnを求めよ．

(2) pk =
1

2(k + 1)
(k = 1, . . . , n)のとき，このゲームで成功する確率 Ynを求

めよ．

(3) n = 3m (mは正の整数)で，k = 1, . . . , 3mに対して

pk =



1

3m
(k = 1, . . . ,m)

2

3m
(k = m+ 1, . . . , 2m)

1

m
(k = 2m+ 1, . . . , 3m)

とする．このゲームで成功する確率をZ3mとするとき， lim
m→∞

Z3mを求めよ．

□□ 4.9 ［京大理系 2024］ 6

自然数 kに対して，ak = 2
√
kとする．nを自然数とし，akの整数部分が n桁で

あるような kの個数をNnとする．また，akの整数部分が n桁であり，その最
高位の数字が 1であるような kの個数を Lnとする．次を求めよ．

lim
n→∞

Ln

Nn

ただし，例えば実数 2345.678の整数部分 2345は 4桁で，最高位の数字は 2で
ある．
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4.5 微分法とその応用 (数学 III)

□□ 4.10 ［東北大理系 2024］ 5

x = 2を満たす実数 xに対し，

f(x) =
log(2x− 3)

x

とおく．必要ならば， lim
t→∞

log t

t
= 0であることと，および，自然対数の底 eが

2 < e < 3を満たすことを証明なしで用いてもよい．

(1) f ′(x) =
g(x)

x2(2x− 3)
とおくとき，関数 g(x) (x = 2)を求めよ．

(2) (1)で求めた関数 g(x)に対し，g(α) = 0を満たす 2以上の実数 αがただ 1

つ存在することを示せ．

(3) 関数 f(x) (x = 2)の増減と極限 lim
x→∞

f(x)を調べ，y = f(x) (x = 2)のグ

ラフの概形を xy平面上に描け．ただし，(2)のαを用いてよい．グラフの
凹凸は調べなくてよい．

(4) 2 5 m < nを満たす整数m, nの組 (m, n)に対して，等式

(∗) (2m− 3)n = (2n− 3)m

が成り立つとする．このような組 (m, n)をすべて求めよ．

□□ 4.11 ［東大理系 2024］ 4

f(x) = −
√
2

4
x2 + 4

√
2とおく．0 < t < 4を満たす実数 tに対し，座標平面上

の点 (t, f(t))を通り，この点において放物線 y = f(x)と共通の接線を持ち，x

軸上に中心をもつ円をCtとする．

(1) 円Ctの中心の座標を (c(t), 0)，半径を r(t)とおく．c(t)と {r(t)}2を tの
整式で表せ．

(2) 実数 aは 0 < a < f(3)を満たすとする．円Ctが点 (3, a)を通るような実
数 tは 0 < t < 4の範囲にいくつあるか．
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□□ 4.12 ［東工大 2024］ 1

xy平面上の曲線 y =
1

2
x2に，点

(
a,

1

2
a2
)

(a > 0)で接する円のうち，y軸の

正の部分にも接するものを Saとおく．aが正の実数を動くときの Saの中心の
軌跡をC，とくに S1の中心を Pとする．

(1) 点 Pの座標を求めよ．

(2) 点 Pにおける曲線Cの接線の傾きを求めよ．

□□ 4.13 ［九工大 2024］ 1

自然数 nは定数とする．関数

f(x) =
log x

xn
,

g(x) =
5

12
x4 +

(
1

3
e3 − 2

)
x− log x+

∫ x

e

(f(t) + xt2) dt

について，次に答えよ．ただし，対数は自然対数を表し，eは自然対数の底と
する．

(1) 関数 h(x) = 3x3 − 2− 1

x
は x > 0で増加することを示せ．また，x > 0の

範囲で方程式 h(x) = 0を解け．

(2) 曲線 y = f(x)の概形をかけ．ただし，曲線の凹凸は調べなくてよい．

(3) e(π
n)と π(en)の大小関係を調べよ．必要であれば，e < πを用いてよい．

(4) g(x)が最小になるときの xの値を求めよ．

(5) g(x)の最小値を求めよ．

4.6 積分法 (数学 III)

□□ 4.14 ［九大理系 2024］ 5

自然数m, nに対して

I(m, n) =

∫ e

1

xmex(log x)n dx

とする．以下の問いに答えよ．

(1) I(m+ 1, n+ 1)を I(m, n+ 1)，I(m, n)，m，nを用いて表せ．

(2) すべての自然数mに対して， lim
n→∞

I(m, n) = 0 が成り立つことを示せ．
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□□ 4.15 ［熊大医 2024］ 3

kを実数とし，f(x) = sin2 x−cosx−1+kとおく。曲線y = f(x)

(
0 5 x 5 3π

2

)
をCとする。以下の問いに答えよ。

(1) 曲線Cとx軸の共有点の個数がkの値によってどのように変わるか調べよ。

(2) 曲線Cと x軸の共有点が 2個以上あるような kに対し，g(k)を

g(k) =

∫ p2

p1

f(x) sin x dx

と定める。ただし，p1，p2はそれぞれ，曲線 Cと x軸の共有点の x座標
のうち 1番小さいもの，2番目に小さいものとする。g(k)の最大値と最小
値を求めよ。

4.7 積分法の応用 (数学 III)

□□ 4.16 ［東北大理系 2024］ 6

xyz空間内のxy平面上にある円C : x2+y2 = 1および円板D : x2+y2 5 1を考
える．Dを底面とし点P(0, 0, 1)を頂点とする円錐をKとする．A(0,−1, 0)，
B(0, 1, 0)とする．xyz空間内の平面H : z = xを考える．すなわち，Hは zx

平面上の直線 z = xと線分ABをともに含む平面である．K の側面とH の交
わりとしてできる曲線をEとする．−π

2
5 θ 5 π

2
を満たす実数 θに対し，円C

上の点Q(cos θ, sin θ, 0)をとり，線分 PQとEの共有点をRとする．

(1) 線分 PRの長さを r(θ)とおく．r(θ)を θを用いて表せ．

(2) 円錐Kの側面のうち，曲線Eの点Aから点Rまでを結ぶ部分，線分PA，
および線分PRにより囲まれた部分の面積をS(θ)とおく．θと実数 hが条
件 0 5 θ < θ + h 5 π

2
を満たすとき，次の不等式が成り立つことを示せ．

h{r(θ)}2

2
√
2

5 S(θ + h)− S(θ) 5 h{r(θ + h)}2

2
√
2

(3) 円錐Kの側面のうち，円Cの x = 0の部分と曲線Eにより囲まれた部分

の面積を T とおく．T を求めよ．必要であれば tan
θ

2
= uとおく置換積分

を用いてもよい．
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□□ 4.17 ［東大理系 2024］ 5

座標空間内に 3点A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 1)をとり，Dを線分ACの
中点とする．三角形ABDの周および内部を x軸のまわりに 1回転させて得ら
れる立体の体積を求めよ．

□□ 4.18 ［東工大 2024］ 2

実数全体を定義域にもつ微分可能な関数 f(t)，g(t)が次の 6つの条件を満たし
ているとする．

f ′(t) = −f(t)g(t), g′(t) = {f(t)}2,
f(t) > 0, |g(t)| < 1, f(0) = 1, g(0) = 0.

このとき，

p(t) = {f(t)}2 + {g(t)}2, q(t) = log
1 + g(t)

1− g(t)

とおく．

(1) p′(t)を求めよ．

(2) q′(t)は定数関数であることを示せ．

(3) lim
t→∞

g(t)を求めよ．

(4) f(T ) = g(T )となる正の実数 T に対して，媒介変数表示された平面曲線
(x, y) = (f(t), g(t)) (0 5 t 5 T )の長さを求めよ．

□□ 4.19 ［名大理系 2024］ 4

袋の中にいくつかの赤玉と白玉が入っている．すべての玉に対する赤玉の割合
を p (0 5 p 5 1)とする．袋から無作為に玉を一つ取り出して袋に戻す操作を
行う．試行を n回行うとき，赤玉を k回以上取り出す確率を f(k)とおく．

(1) n = 2に対して，f(1)と f(2)を求めよ．

(2) k = 1, 2, · · · , nに対して，等式

f(k) =
n!

(k − 1)!(n− k)!

∫ p

0

xk−1(1− x)n−k dx

を示せ．

(3) 自然数 kに対して，定積分

I =

∫ 1
2

0

xk(1− x)k dx

を求めよ．
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□□ 4.20 ［京大理系 2024］ 5

aは a = 1を満たす定数とする．座標平面上で，次の 4つの不等式が表す領域
をDaとする．

x = 0,
ex − e−x

2
5 y, y 5 ex + e−x

2
, y 5 a

次の問いに答えよ．

(1) Daの面積 Saを求めよ．

(2) lim
a→∞

Saを求めよ．

□□ 4.21 ［神戸大理系 2024］ 5

0以上の実数 xに対して，

f(x) =
1

2

∫ x

−x

1

1 + u2
du

と定める．以下の問に答えよ．

(1) 0 5 α <
π

2
を満たす実数 αに対して，f(tanα)を求めよ．

(2) xy平面上で，次の連立不等式の表す領域を図示せよ．

0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1, f(x) + f(y) 5 f(1)

またその領域の面積を求めよ．
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□□ 4.22 ［広大理系 2024］ 5

関数 f(x) = log
(
x+

√
1 + x2

)
に対し，次の問いに答えよ．

(1) 曲線 y = f(x)は x > 0で上に凸であることを示せ．

(2) すべての x = 0に対し，不等式
x√

1 + x2
5 f(x) 5 x が成り立つことを

示せ．

(3) 定積分
∫ 3

4

0

f(x) dxの値 Sを求めよ．

(4) 曲線 y = f(x)上の点で，x座標が
3

4
であるものをAとする．また，点A

における曲線 y = f(x)の接線を `とする．`と直線 y = xの交点をBとす

る．点O(0, 0)，A，Bと点C

(
3

4
, 0

)
を頂点にもつ四角形ABOCの面積

T を求めよ．

(5) (1)～(4)を利用して，log 2の小数第 1位の数字を求めよ．

□□ 4.23 ［宮崎大 2024］ 10

関数 f(x) =
1

2
log

1 + x

1− x
(−1 < x < 1)および座標平面上の曲線C : y = f(x)に

ついて，次の各問に答えよ．ただし，log xは xの自然対数を表す．

(1) f(x)の導関数 f ′(x)および第 2次導関数 f ′′(x)を求めよ．

(2) lim
x→−1+0

f(x)および lim
x→1−0

f(x) を求めよ．

(3) 関数 f(x)の増減，極値，曲線 C の凹凸，変曲点および漸近線を調べて，
曲線Cの概形をかけ．

(4) 関係式 y = f(x)について，xを yの式で表せ．また，
d

dy

(
1

ey + e−y

)
を

求めよ．

(5) 曲線 C と x軸，直線 x = 1および直線 y = α (α > 0)で囲まれた部分を
y軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を V (α)とする．このとき，
V (α)および lim

α→∞
V (α)を求めよ．
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4.8 場合の数と確率 (数学A)

□□ 4.24 ［熊大医 2024］ 1

n個の袋A1, A2, · · · , Anがある。Ak(1 5 k 5 n)の中には白玉が k個，黒玉
が n− k個入っている。次の (操作)を考える．

(操作)

(操作 1) n個の袋から無作為に 1つの袋を選び，それをAとおく。
(操作 2) 次の試行を s回繰り返す。袋Aから無作為に玉を 1個取り出し，

玉の色を調べてから取り出した玉を袋Aに戻す。

以下の問いに答えよ。

(1) s = 2とする。(操作)を行うとき，白玉がちょうど 1回取り出される確率
を nを用いて表せ。

(2) s = 100とする。(操作 1)を行った結果，A = Ak であった。このとき，
(操作 2)で白玉がちょうど t回取り出される条件付き確率を p(t)とする。
n = 3kが成り立つとき，p(t)を最大にする tの値を求めよ．

(3) s = 10とする。(操作)を行うとき，白玉がちょうど 3回取り出される確率
を qnとする。このとき， lim

n→∞
qnを求めよ．

4.9 整数の性質 (数学A)

□□ 4.25 ［東大理系 2024］ 6

2以上の整数で，1とそれ自身以外に正の約数をもたない数を素数という．以
下の問いに答えよ．

(1) f(x) = x3 +10x2 +20xとする．f(n)が素数となるような整数 nをすべて
求めよ．

(2) a，bを整数の定数とし，g(x) = x3 + ax2 + bxとする．g(n)が素数となる
ような整数 nの個数は 3個以下であることを示せ．
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□□ 4.26 ［阪大理系 2024］ 5

自然数 1, 2, 3, · · · , nのうち，nと互いに素であるものの個数を f(n)とする．

(1) 自然数 a, b, cおよび相異なる素数 p, q, rに対して，等式

f(paqbrc) = pa−1qb−1rc−1(p− 1)(q − 1)(r − 1)

が成り立つことを示せ．

(2) f(n)が nの約数となる 5以上 100以下の自然数 nをすべて求めよ．

□□ 4.27 ［熊大医 2024］ 4

mを自然数とする。以下の問いに答えよ。

(1) k2 − `2 = 3mを満たす自然数の組 (k, `)の個数をmを用いて表せ。

(2)
√
x(x+ 3m)が整数となるような自然数 xで 3の倍数でないものをmを用

いて表せ。

(3)
√
x(x+ 3m)が整数となるような自然数 xの個数をmを用いて表せ。

4.10 空間のベクトル (数学B)

□□ 4.28 ［宮崎大 2024］ 8

1辺の長さが 1の正四面体OABCにおいて，4ABCの重心をG，線分 BCを
1 : 3に内分する点をDとする．また，直線AB上にあり，

−→
GD⊥

−→
GEを満たす点

を Eとする．このとき，~b =
−→
AB，~c =

−→
ACとして，次の各問に答えよ．

(1)
−→
AGを~b，~cを用いて表せ．

(2)
−→
GD，

−→
GEのそれぞれを，~b，~cを用いて表せ．また，|

−→
GD|，|

−→
GE|の値をそ

れぞれ求めよ．

(3)
−→
OG·~bと

−→
OG·~cの値をそれぞれ求めよ．

(4) Pを平面ABC上の点とする．また，点Pは，直線GDで平面ABCを 2つ
に分けたときに，点Eと同じ側にあるとする．4DGPの面積が 1のとき，−→
OP·

−→
GEの値を求めよ．
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4.11 数列 (数学B)

□□ 4.29 ［東大理系 2024］ 3

座標平面上を次の規則 (i)，(ii)に従って 1秒ごとに動く点 Pを考える．

(i) 最初に，Pは点 (2, 1)にいる．

(ii) ある時点で Pが点 (a, b)にいるとき，その 1秒後には Pは

• 確率 1

3
で x軸に関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

3
で y軸に関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

6
で直線 y = xに関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

6
で直線 y = −xに関して (a, b)と対称な点

にいる．

以下の問いに答えよ．ただし，(1)については，結論のみを書けばよい．

(1) Pがとりうる点の座標をすべて求めよ．

(2) nを正の整数とする．最初から n秒後にPが点 (2, 1)にいる確率と，最初
から n秒後に Pが点 (−2,−1)にいる確率は等しいことを示せ．

(3) nを正の整数とする．最初からn秒後にPが点 (2, 1)にいる確率を求めよ．
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5 発展問題

5.1 式と曲線

□□ 5.1 ［鹿児島大 2024］ 6

座標平面上で，放物線Cが次の方程式で与えられている．

C : 4x− 4y2 − 3 = 0

原点Oから放物線Cに引いた接線で，傾きが正のものを lとする．また，直線
lと放物線Cとの共有点をAとする．

(1) 直線 lの方程式，およびAの座標を求めよ．

(2) 直線 lと点 Aで接する円で，放物線 C との共有点が 2個であるものを求
めよ．

(3) 放物線C，直線 lおよび x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

5.2 積分法の応用 (数学 III)

□□ 5.2 ［長崎大 2024］ 7

原点をOとする xy座標平面上において，放物線C : y = x2と直線 l : y = xが
あり，Cと lで囲まれた領域の周および内部を図形 F とする．

また，C上の点 P(t, t2) (0 5 t 5 1)を通り，`に垂直な直線をmとし，mと l

の交点をQとする．以下の問いに答えよ．

(1) 図形 F を x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積 V1を求めよ．

(2) 直線mの方程式および点Qの座標を，tを用いてそれぞれ表せ．

(3) 線分 PQの長さの平方 (PQ2)を tを用いて表せ．

(4) 線分OQの長さを sとするとき，sおよび
ds

dt
を，tを用いてそれぞれ表せ．

(5) 図形 F を直線 lの周りに 1回転してできる回転体の体積 V2を求めよ．ま

た，(1)で求めた V1との比
V2

V1

を求めよ．

66



5.3 斜軸回転

九工大 2022年後期

原点をOとする座標平面上の曲線 y = x3 (x = 0)をCとし，直線 y = ax (a > 0)

を lとする．

(4) 直線 lと曲線Cで囲まれた図形を lのまわりに 1回転してできる立体の体積
V を aを用いて表せ．

解答 C上に点 P(t, t3)，l上に点Q(t, at)をとる (0 5 t 5 √
a)．

線分 PQの中点をMとすると M

(
t,

t3 + at

2

)
Mから直線 l : ax− y = 0までの距離を dとすると

d =
|at− t2+at

2
|√

a2 + (−1)2
=

at− t3

2
√
a2 + 1

∆S = PQ∆t = (at− t3)∆tを lの周りに 1回転させた体積∆V は

∆V = 2πd∆S = 2π· at− t3√
a2 + 1

·(at− t3)∆t =
π(at− t3)2√

a2 + 1
∆t

よって V =
π√

a2 + 1

∫ √
a

0

(at− t3)2 dt =
π√

a2 + 1

∫ √
a

0

(t6 − 2at4 + a2t2) dt

=
π√

a2 + 1

[
t7

7
− 2a

5
t5 +

a2

3
t3
]√a

0

=
8πa

7
2

105
√
a2 + 1
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東北大理系 2018年

xy平面内の図形

S :


x+ y2 5 2

x+ y = 0

x− y 5 2

を考える．図形 Sを直線 y = −xのまわりに 1回転して得られる立体の体積を V

とする．

(1) Sを xy平面に図示せよ．

(2) V を求めよ．

解答 (1) xy平面内の図形

S :


x+ y2 5 2

x+ y = 0

x− y 5 2

の表す領域は，右の図の斜線部分で境界線
を含む．

　

O

y

x
1

−1

−2

−2

2

2

(2) x軸の下側の領域D1の面積をS1とし，D1の重心
(
1,−1

3

)
と直線x+y = 0

との距離を d1とすると

S1 = 1, d1 =
2

3
√
2

D1を直線 x+ y = 0のまわりに 1回転した回転体を体積を V1とすると，
(半径

√
2，高さ

√
2の円錐の体積)

V1 = 2πd1S1 = 2π· 2

3
√
2
·1 =

2
√
2

3
π

放物線 x = −y2 +2上に点P(−t2 +2, t)，直線 x+ y = 0上に点Q(−t, t)

をとり (0 5 t 5 2)，線分 PQの中点をMとすると

M

(
−t2

2
− t

2
+ 1, t

)
Mと直線 x+ y = 0の距離を dとすると

d =
| − t2

2
+ t

2
+ 1|

√
12 + 12

=
−t2 + t+ 2

2
√
2
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∆S = PQ∆t = (−t2 + t+ 2)∆tを lのまわりに 1回転させた体積∆V2は

∆V2 = 2πd∆S = 2π·−t2 + t+ 2

2
√
2

·(−t2 + t+ 2)∆t

=
π(−t2 + t+ 2)2√

2
∆t =

π(2− t)2(t+ 1)2√
2

∆t

x軸の上側の部分を直線 x+ y = 0のまわりに 1回転させた体積 V2は
√
2V2

π
=

∫ 2

0

(2− t)2(t+ 1)2 dt =

∫ 2

0

(2− t)2(t2 + 2t+ 1) dt

=

∫ 2

0

t2(2− t)2 dt+ 2

∫ 2

0

t(2− t)2 dt+

∫ 2

0

(t− 2)2 dt

=
2!2!

5!
(2− 0)5 + 2·1!2!

4!
(2− 0)4 +

[
(t− 2)3

3

]2
0

=
25

30
+

24

6
+

23

3
= 23

(
2

15
+

1

3
+

1

3

)
=

32

5

したがって V2 =
16
√
2

5
π

よって，求める回転体の体積は

V1 + V2 =
2
√
2

3
π +

16
√
2

5
π =

58
√
2

15
π

東工大 2020年

nを正の奇数とする．曲線 y = sin x ((n− 1)π 5 x 5 nπ)と x軸で囲まれた部分
をDnとする．直線 x+ y = 0を `とおき，`の周りにDnを 1回転させてできる
回転体を Vnとする．

(2) 回転体 Vnの体積を nの式で表せ．

解答 y = sin xの微小区間 [t, t+∆t]の面積∆Sとその重心Gは

∆S = (sin t)∆t, G

(
t,

1

2
sin t

)
Gと直線 x+ y = 0の距離 dは d =

1√
2

(
t+

1

2
sin t

)
Vnの体積 = 2π

∫ nπ

(n−1)π

1√
2

(
t+

1

2
sin t

)
sin t dt

=
√
2π

[
−t cos t+ sin t+

t

4
− 1

8
sin 2t

]nπ
(n−1)π

=
√
2π2

(
2n −

3

4

)
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解答例
1.1 (1) 点 P(cos 2t, cos t)と点Q(sin t, sin 2t)が一致するとき{

cos 2t = sin t

cos t = sin 2t
ゆえに

{
(sin t+ 1)(2 sin t− 1) = 0

cos t(2 sin t− 1) = 0

sin t+ 1 = 0 =⇒ cos t = 0に注意して sin t =
1

2
,−1

よって t =
π

6
+ 2nπ,

5

6
π + 2nπ,

3

2
π + 2nπ

(2) P(cos 2t, cos t)について，0 < t < 2πのとき

−1 5 cos t < 1, cos 2t = 2 cos2 t− 1

よって，求める軌跡の方程式は x = 2y2 − 1 (−1 5 y < 1)

したがって，点 Pの描く軌跡は，下の図の実線部分で ◦は含まない．

O

y

x1

1

−1

−1

1√
2

− 1√
2

�

1.2 (1)
−→
AB =

−→
OB−

−→
OAより |

−→
AB|2 = |

−→
OB|2 − 2

−→
OA·

−→
OB+ |

−→
OA|2

|
−→
OA| = 3，|

−→
AB| = 5，

−→
OA·

−→
OB = 10 を上式に代入すると

52 = |
−→
OB|2 − 2·10 + 32 ゆえに |

−→
OB|2 = 36

|
−→
OB| > 0であるから |

−→
OB| = 6
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(2) ∠Oの二等分線OIとABの交点をCとすると

AC : CB = OA : OB = 3 : 6 = 1 : 2

ゆえに AC = AB× 1

1 + 2
= 5× 1

3
=

5

3
AIは∠Aの二等分線であるから

OI : IC = OA : AC = 3 :
5

3
= 9 : 5

したがって

−→
OI =

9

9 + 5

−→
OC =

9

14
·2
−→
OA+

−→
OB

1 + 2

=
6
−→
OA + 3

−→
OB

14

　

I

H
O A

B

C

6

3

5

(3) (2)の結果から

−→
OI·

−→
OA =

6|
−→
OA|2 + 3

−→
OA·

−→
OB

14
=

6·32 + 3·10
14

= 6

−→
OH =

(
−→
OI·

−→
OA)

|
−→
OA|2

−→
OA =

6

32
−→
OA =

2

3

−→
OA

したがって

−→
HI =

−→
OI−

−→
OH =

6
−→
OA+ 3

−→
OB

14
− 2

3

−→
OA

=
−10

−→
OA + 9

−→
OB

42

補足 4OABの内接円の辺ABとの接点を Jとし，x = OHとすると

HA = AJ = 3− x, JB = 5− (3− x) = x+ 2

したがって OB = x+ (x+ 2) = 2x+ 2

OB = 6より 2x+ 2 = 6 ゆえに OH = 2 �
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1.3 (1) p2 =
2

3
× 2

3
=

4

9
， q2 =

1

3
× 2

3
=

2

9
， r2 =

2

3
× 1

3
=

2

9

求める漸化式は，次のようになる．

pn+1 =
2

3
qn

qn+1 =
2

3
rn

rn+1 =
1

3
pn +

1

3
qn

　

AA

BA

B

AA

BA

B

pn

qn

rn

pn+1

qn+1

rn+1

(2) (1)の結果から

pn+1 + 2qn+1 + 2rn+1 =
2

3
(pn + 2qn + 2rn)

数列 {pn+2qn+2rn}は p2+2q2+2r2 =
4

3
，公比

2

3
の等比数列であるから

pn + 2qn + 2rn =
4

3

(
2

3

)n−2

= 2

(
2

3

)n−1

(3) (1)の結果から

pn+1 + iqn+1 − (1 + i)rn+1 = −1

3
(1 + i){pn + iqn − (1 + i)rn}

数列 {pn + iqn − (1 + i)rn}は p2 + iq2 − (1 + i)r2 =
2

9
，公比−1 + i

3
の等

比数列であるから

pn + iqn − (1 + i)rn =
2

9

(
−
1 + i

3

)n−2

(4) (3)の結果についてその共役複素数を考えると

pn − iqn − (1− i)rn =
2

9

(
−1− i

3

)n−2

上式と (3)の結果の辺々を加えると

2(pn − rn) =
2

9

(
−
√
2

3

)n−2{(
1 + i√

2

)n−2

+

(
1− i√

2

)n−2
}

=
4

9

(
−
√
2

3

)n−2

cos
n− 2

4
π

pn = qnのとき，整数 kを用いて
n− 2

4
π =

2k − 1

2
π ゆえに n = 4k

よって，求める必要十分条件は nは 4の倍数 �

72



1.4 (1) ACは∠OABの二等分線であるから

OC : CB = OA : AB = 2 : 1

ゆえに
−→
OC =

2

3

−→
OB =

2

3
~b

よって
−→
AC =

−→
OC−

−→
OA =

2

3
~b − ~a

　 O

A B

C

D

(2)
−→
AB = ~b− ~a，|

−→
AB| = 2，|~a| = |~b| = 4より |

−→
AB|2 = |~b|2 − 2~a·~b+ |~a|2

22 = 42 − 2~a·~b+ 42 ゆえに ~a·~b = 14

−→
ACに平行なベクトルを~v = 2~b− 3~aとすると

−→
AD =

−→
AO·~v
|~v|2

~v

−→
AO·~v = −~a·(2~b− 3~a) = −2~a·~b+ 3|~a|2 = −2·14 + 3·42 = 20

|~v|2 = 4|~b|2 − 12~a·~b+ 9|~a|2 = 4·42 − 12·14 + 9·42 = 40

−→
AD =

20

40
(2~b− 3~a) =

1

2
(2~b− 3~a)より

−→
OD =

−→
OA+

−→
AD = ~a+

1

2
(2~b− 3~a) = −

1

2
~a +~b

(3)
−→
AC =

1

3
(2~b− 3~a)，

−→
AD =

1

2
(2~b− 3~a)より

−→
AD =

3

2

−→
AC

AC : CD = 2 : 1, OC : CB = 2 : 1であるから

4BCD =
1

2
4ABC =

1

2
·1
3
4OAB

=
1

6
4OAB

　 O

A B

C

D

(1)

(2)

[2]

[1]

4OAB =
1

2

√
|~a|2|~b|2 − (~a·~b)2 = 1

2

√
42·42 − 142 =

√
15

よって 4BCD =
1

6

√
15 �
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1.5 (1) 関数

f(x) = (1− 2x2) cos 2x+ 2x sin 2x+ a cos2 x+ b

∫ x

0

t sin 2t dt

を微分すると

f ′(x) = −4x cos 2x− 2(1− 2x2) sin 2x+ 2 sin 2x+ 4x cos 2x

− 2a cos x sin x+ bx sin 2x

= (4x2 + bx− a) sin 2x (∗)

a = 8π2，b = −4πを (∗)に代入すると

f ′(x) = (4x2 − 4πx− 8π2) sin 2x = 4(x+ π)(x− 2π) sin 2x

したがって，0 < x <
3

2
πにおける f(x)の増減は

x (0) · · · π
2

· · · π · · · (3
2
π)

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

よって，極値をとる xの値は x =
π

2
, π

(2) 0 < x <
3

2
π において，(∗)の f ′(x)の符号は，常に f ′(x) 5 0または

f ′(x) = 0 であるから

4x2 + bx− a = 4
(
x− π

2

)
(x− π)

= 4x2 − 6πx+ 2π2

よって，上式の係数を比較して a = −2π2, b = −6π �
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1.6 (1) 3辺の長さが 2, 5, aである三角形が存在するための条件は

|2− 5| < a < 2 + 5 すなわち 3 < a < 7

(2) log10(5x)，log10(x+ 10)は辺の長さであるから

5x > 1, x+ 10 > 1 ゆえに x >
1

5

このとき，log10(x+ 10) > log10 3に注意すると，3辺の長さが

log10(5x), log10(x+ 10), log10 3

の三角形が存在するための条件は

log10(x+ 10)− log10 3 < log10(5x) < log10(x+ 10) + log10 3

したがって
x+ 10

3
< 5x < 3(x+ 10) よって

5

7
< x < 15

(3) (2)で求めた xの範囲から，5x > 3, x + 10 > 3であるから，二等辺三角
形であるとき

5x = x+ 10 これを解いて x =
5

2

�

1.7 (1) このとき，赤球は丁度 1回取り出される．

(i) 白球 (1点)，赤球 (2点)をそれぞれ 1回ずつ取り出す確率は

3·2
10·9

· 2!

1!1!
·1·1

2
=

1

15

(ii) 黒球 (1点)，赤球 (2点)をそれぞれ 1回ずつ取り出す確率は

5·2
10·9

· 2!

1!1!
·1
3
·1
2
=

1

27

(i)，(ii)より，求める確率は

1

15
+

1

27
=

14

135
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(2) n = 3で総得点が 5点のとき，赤球 (2点)は丁度 2回取り出される．

(i) 白球 (1点)を 1回，赤球 (2点)を 2回取り出す確率は

3× 2·1
10·9·8

· 3!

1!2!
·1·
(
1

2

)2

=
1

160

(ii) 黒球 (1点)を 1回，赤球 (2点)を 2回取り出す確率は

5× 2·1
10·9·8

· 3!

1!2!
·1
3
·
(
1

2

)2

=
1

288

(i)，(ii)より，求める確率は

1

160
+

1

288
=

7

720

(3) n = 3で総得点が 4点となるのは，(i)～(iv)の場合である．

(i) 黒球 (0点)を 1回，赤球 (2点)を 2回取り出す確率は

5× 2·1
10·9·8

· 3!

1!2!
·2
3
·
(
1

2

)2

=
1

144

(ii) 白球 (1点)を 2回，赤球 (2点)を 1回取り出す確率は

3·2× 2

10·9·8
· 3!

2!1!
·12·1

2
=

1

40

(iii) 黒球 (1点)を 2回，赤球 (2点)を 1回取り出す確率は

5·4× 2

10·9·8
· 3!

2!1!
·
(
1

3

)2

·1
2
=

1

108

(iv) 白球 (1点)を 1回，黒球 (1点)を 1回，赤球 (2点)を 1回取り出す確
率は

3× 5× 2

10·9·8
· 3!

1!1!1!
·1·1

3
·1
2
=

1

24

赤玉は 2個であるから，n = 3のとき総得点が 6点以上になることはない．

したがって，求める確率は，(2)および (i)～(iv)の結果から，求める確率は

7

720
+

1

144
+

1

40
+

1

108
+

1

24
=

5

54

�
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1.8 P(x, y, 0)とおく．条件 (i)より (x, y) 6= (0, 0)

−→
OA =

 0

−1

1

 ,
−→
OP =

 x

y

0

 ,
−→
AO =

 0

1

−1

 ,
−→
AP =

 x

y + 1

−1


条件 (ii)から

−→
OA·

−→
OP

|
−→
OA||

−→
OP|

= cos∠AOP 5 cos
2

3
π = −1

2
,

−→
AO·

−→
AP

|
−→
AO||

−→
AP|

= cos∠OAP = cos
π

6
=

√
3

2

したがって

−y
√
2
√

x2 + y2
5 −1

2
,

y + 2√
2
√
x2 + (y + 1)2 + 1

=
√
3

2

上式から，y = 0に注意して，整理すると

y = |x|, x2 +
(y − 1)2

3
5 1

条件 (i)より (x, y) 6= (0, 0)

Pの取り得る範囲は，下の図の斜線部分で境界線を含む．ただし，Oは除く．

O

y

x1−1

1

1−
√
3

1 +
√
3
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別解 P(x, y, z)とおく．直交変換

x

 1

0

0

+ y

 0

1

0

+ z

 0

0

1

 = X

 1

0

0

+
Y√
2

 0

1

1

+
Z√
2

 0

−1

1


を行うと

x = X, y =
Y − Z√

2
, z =

Y + Z√
2

これから

X = x, Y =
y + z√

2
, Z =

−y + z√
2

(∗)

AのXY Z-系における点をA′とすると A′(0, 0,
√
2)

P′(X, Y, Z)とすると，条件 (ii)より

−−→
OA′·

−−→
OP′

|
−−→
OA′||

−−→
OP′|

= cos∠A′OP′ 5 cos
2

3
π = −1

2
,

−−→
A′O·

−−→
A′P′

|
−−→
A′O||

−−→
A′P′|

= cos∠OA′P′ = cos
π

6
=

√
3

2

−−→
OA′ = (0, 0,

√
2)，

−−→
OP′ = (X, Y, Z)，

−−→
A′O = (0, 0,−

√
2)，

−−→
A′P′ = (X, Y, Z −

√
2)であるから

√
2Z√

2
√
X2 + Y 2 + Z2

5 −1

2
,

−
√
2(Z −

√
2)

√
2
√

X2 + Y 2 + (Z −
√
2)2

=
√
3

2

Z 5 0に注意して

Z2

X2 + Y 2 + Z2
= 1

4
,

(Z −
√
2)2

X2 + Y 2 + (Z −
√
2)2

= 3

4

整理すると

X2 + Y 2 − 3Z2 5 0, 3X2 + 3Y 2 − (Z −
√
2)2 5 0 (∗∗)
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(∗)に z = 0を代入すると X = x, Y =
y√
2
, Z = − y√

2

これらを (∗∗)に代入すると

x2 +

(
y√
2

)2

− 3

(
− y√

2

)2

5 0, 3x2 + 3

(
y√
2

)2

−
(
− y√

2
−
√
2

)2

5 0

整理すると

x2 − y2 5 0, x2 +
(y − 1)2

3
5 1

Z 5 0より，y = 0であるから，上の第 1式は

|x|2 5 |y|2 ゆえに y = |x|

したがって，点 P(x, y)の満たす不等式は

(x, y) 6= (0, 0), y = |x|, x2 +
(y − 1)2

3
5 1

条件 (i)より (x, y) 6= (0, 0)

Pの取り得る範囲は，下の図の斜線部分で境界線を含む．ただし，Oは除く．

O

y

x1−1

1

1−
√
3

1 +
√
3

�

1.9 f(x) = x2 + ax+ b

f(x) = 0のすべて解 αについて，αn = 1より (nは整数)

|αn| = |α|n = 1 ゆえに |α| = 1

(i) f(x) = 0が実数解をもつとき，f(x) = 0の解 α, βは

α = ±1, β = ±1 (複号任意)

解と係数の関係により α + β = −a, αβ = b

したがって (a, b) = (2, 1), (−2, 1), (0,−1)
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(ii) f(x) = 0が虚数解 α, αをもつとき，解と係数の関係により

α + α = −a, αα = b ゆえに Re(α) = −a

2
, |α|2 = b

|α| = 1, −1 < Re(α) < 1 であるから

b = 1, −1 < −a

2
< 1

aは整数であるから a = −1, 0, 1

• (a, b) = (−1, 1)のとき，x2 − x+ 1 = 0を解いて

x =
1±

√
3 i

2
= cos

π

3
± i sin

π

3

• (a, b) = (0, 1)のとき，x2 + 1 = 0を解いて

x = ±i = cos
π

2
± i sin

π

2

• (a, b) = (1, 1)のとき，x2 + x+ 1 = 0を解いて

x =
−1±

√
3 i

2
= cos

2

3
π ± i sin

2

3
π

(i)，(ii)より (a, b) = (±2, 1), (±1, 1), (0,±1) �

1.10
m∑
k=1

k(n− 2k) = n
m∑
k=1

k − 2
m∑
k=1

k2

= n·1
2
m(m+ 1)− 2·1

6
m(m+ 1)(2m+ 1)

=
1

6
m(m+ 1)(3n− 4m− 2) = 2024

2024 = 23·11·23であるから

m(m+ 1)(3n− 4m− 2) = 24·3·11·23

連続する 2数m, m+1の一方は奇数 1, 3, 11, 23であることに注意すると，次
の 1©～ 6©の場合が考えられる．

m m+ 1 3n− 4m− 2

1© 1 2 23·3·11·23
2© 2 3 23·11·23
3© 3 22 22·11·23
4© 11 22·3 22·23
5© 2·11 23 23·3
6© 23 23·3 2·11
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1©～ 6©をそれぞれ解くと

(m, n) = (1, 2026), (2, 678), (3, 342), (11, 46), (22, 38),

(
23,

116

3

)
nは自然数であるから， 6©は不適．

よって，求める (m, n)の組は，次の 5つである．

(m, n) = (1, 2026), (2, 678), (3, 342), (11, 46), (22, 38)

�

1.11 (1) A(3, 1, 3)，B(4, 2, 2)，C(4, 0, 1)より

−→
AB = (1, 1,−1),

−→
AC = (1,−1,−2)

したがって
−→
AB·

−→
AB = 3,

−→
AB·

−→
AC = 2,

−→
AC·

−→
AC = 6

(2)
−→
OQ =

−→
OA+

−→
AQ，

−→
AQ = s

−→
AB + t

−→
ACより

−→
OQ =

−→
OA+ s

−→
AB + t

−→
AC

−→
AB⊥

−→
OQ，

−→
AC⊥

−→
OQであるから

−→
AB·

−→
OQ =

−→
AB·(

−→
OA+ s

−→
AB + t

−→
AC) = 0

−→
AC·

−→
OQ =

−→
AC·(

−→
OA+ s

−→
AB + t

−→
AC) = 0

(1)の結果および
−→
AB·

−→
OA = 1，

−→
AC·

−→
OA = −4より

1 + 3s+ 2t = 0, −4 + 2s+ 6t = 0

これを解いて s = −1, t = 1 よって
−→
AQ = −

−→
AB +

−→
AC
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(3)
−→
AP = s

−→
AB+ t

−→
ACおよび (2)の結果から

−→
QP =

−→
AP−

−→
AQ = (s

−→
AB + t

−→
AC)− (−

−→
AB+

−→
AC)

= (s+ 1)
−→
AB + (t− 1)

−→
AC

線分QP上の点をRとすると，
−→
QR = k

−→
QPであるから (0 5 k 5 1)

−→
AR =

−→
AQ+

−→
QR =

−→
AQ+ k

−→
QP

= −
−→
AB +

−→
AC+ k{(s+ 1)

−→
AB + (t− 1)

−→
AC}

= {k(s+ 1)− 1}
−→
AB + {k(t− 1) + 1}

−→
AC

Rが直線AC上にあるとき，k =
1

s+ 1
に注意して (0 5 k 5 1)

−→
AR =

s+ t

s+ 1

−→
AC

r =
s+ t

s+ 1
であるから (s, tは非負の実数)，rは非負の実数である．

O

K

H
A B

S

R

C

P

Q

(4) (2)の結果を利用すると
−→
AQ·

−→
AC = (−

−→
AB+

−→
AC)·

−→
AC = −

−→
AB·

−→
AC+ |

−→
AC|2 = −2 + 6 = 4,

−→
AS =

−→
AQ·

−→
AC

|
−→
AC|2

−→
AC =

4

6

−→
AC =

2

3

−→
AC,

−→
OS =

−→
OA+

−→
AS =

−→
OA+

2

3

−→
AC

= (3, 1, 3) +
2

3
(1,−1,−2) =

(
11

3
,
1

3
,
5

3

)
よって S

(
11

3
,
1

3
,
5

3

)
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別解
−→
OP =

−→
OA+

−→
AP，

−→
AP = s

−→
AB + t

−→
ACより (s = 0, t = 0)

−→
OP =

−→
OA+ s

−→
AB + t

−→
AC

したがって

|
−→
OP|2 = |

−→
OA+ s

−→
AB + t

−→
AC|2

= |
−→
OA|2 + s2|

−→
AB|2 + t2|

−→
AC|2

+ 2s
−→
OA·

−→
AB + 2t

−→
OA·

−→
AC+ 2st

−→
AB·

−→
AC

= 19 + 3s2 + 6t2 + 2s− 8t+ 4st

= 6t2 + 4(s− 2)t+ 3s2 + 2s+ 19

= 6

{
t+

1

3
(s− 2)

}2

+
7

3
(s+ 1)2 + 14

|
−→
OP|が最小となるとき

t+
1

3
(s− 2) = 0, s = 0 ゆえに t =

2

3

このとき
−→
OS =

−→
OA+

2

3

−→
AC =

(
11

3
,
1

3
,
5

3

)
よって S

(
11

3
,
1

3
,
5

3

)
�

1.12 (1) 次の立方体の展開図において，1，2，3の面を異なる色で塗り，残りのA，
B，Cの面を順番に塗るとき，次の規則に従う．

• Aは 1，2以外の色で塗る．

• Bは 1，3，A以外の色で塗る．

• Cは 2，3，A，B以外の色で塗る．

12

3

A

B C

A
3

B
2

4
4 2

C
1
4
1
1

1～4の色で展開図の面を塗る方法は上の樹形図で示した 4通あり，4色を
1～4に対応させる方法が 4!通りあるから，求める確率は

4·4!
46

=
3

128
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(2) n個の色で 6面をすべて異なる色で塗る確率は

nP6

n6
=

5∏
k=1

(
1− k

n

)
(A)

この確率と pnの大小関係について

nP6

n6
5 pn 5 1 (B)

(A)から

lim
n→∞

nP6

n6
= lim

n→∞

5∏
k=1

(
1− k

n

)
= 1 (C)

(B)，(C)からはさみうちの原理により lim
n→∞

pn = 1 �

1.13 (1) 円C : (x− a)2 + y2 = 1より x2 = −(y + 1)(y − 1)− a2 + 2ax

V1

π
= −

∫ 1

−1

(y + 1)(y − 1) dy − a2
∫ 1

−1

dy + 2a

∫ 1

−1

x dy

=
1

6
·23 − 2a2 + 2a

(
2a+

π

2

)
(∗)

=
4

3
+ 2a2 + πa

よって V1 = π

(
4

3
+ 2a2 + πa

)

O

y

xa

1

−1

C

V1

O

y

xa

1

−1

C

V ′
1

(2) 右上の図の斜線部分を y軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積をV ′
1

とすると，(∗)に注意して

V ′
1

π
=

1

6
·23 − 2a2 + 2a

(
2a− π

2

)
=

4

3
+ 2a2 − πa

V2 = V1 − V ′
1 であるから V2 = 2π2a
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上式および (1)の結果を V1 = 2V2に代入すると

π

(
4

3
+ 2a2 + πa

)
= 2× 2π2a

整理すると 2a2 − 3πa+
4

3
= 0 · · · 1©

f(a) = 2a2 − 3πa+
4

3
とすると f(1) =

10

3
− 3π < 0

2次方程式 f(a) = 0は 1より大きい解と 1より小さい解をもつことに注意
して， 1©を解くと

a =
9π +

√
81π2 − 96

12

�

1.14 (1) ~u = (1, 1)，~v = (x,
√
c− x2)とすると，~u·~v 5 |~u||~v|であるから

x+
√
c− x2 5

√
2
√
c

上式において，等号が成立するのは ~uと~vが同じ向きのときであるから

x =
√
c− x2 これを解いて a1 = x =

√
c

2

(2) (1)の結果を利用すると

an+1 =

√
an
2
ゆえに log an+1 =

1

2
log an −

1

2

bn = log anより bn+1 =
1

2
bn −

1

2

(3) b1 = log2 a1 = log2

√
c

2
=

1

2
log2 c−

1

2

(2)の結果から bn+1 + 1 =
1

2
(bn + 1)

{bn + 1}は初項 1

2
(log2 c+ 1)，公比

1

2
の等比数列であるから

bn + 1 =
1

2
(log2 c+ 1)

(
1

2

)n−1

よって bn = (log2 c + 1)

(
1

2

)n

− 1 �
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1.15 (1) 得点 xの平均が 7であるから

7 + 6 + 8 + a+ 4

5
= 7 これを解いて a = 10

(2) 得点 yの平均値がmであるから

0 + (−4) + (−1) + 2 + b

5
= m ゆえに b = 5m+ 3 · · · 1©

したがって，得点 yの分散 sy
2は

sy
2 =

02 + (−4)2 + (−1)2 + 22 + (5m+ 3)2

5
−m2

= 4m2 + 6m+ 6

z = py + qより sz
2 = p2sy

2 = p2(4m2 + 6m + 6)

xと yの共分散 sxyは

sxy =
7·0 + 6·(−4) + 8·(−1) + 10·2 + 4·(5m+ 3)

5
− 7·m

= −3m

z = py + qより sxz = psxy = p·(−3m) = −3pm

(3) 得点 xの分散 sx
2は

sx
2 =

(7− 7)2 + (6− 7)2 + (8− 7)2 + (10− 7)2 + (4− 7)2

5
= 4

sx = 2，sz = |p|
√
4m2 + 6m+ 6，

sxz
sxsz

=
3

4
より

−3pm

2·|p|
√
4m2 + 6m+ 6

=
3

4
(∗)

上式の辺々を平方することにより

9m2

4(4m2 + 6m+ 6)
=

9

16
これを解いて m = −1 · · · 2©

これを (∗)に代入して整理すると p

|p|
= 1 ゆえに p > 0

2©を 1©に代入すると b = 5·(−1) + 3 = −2 �
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1.16 (1) b = kaとおく (a 6= b)．y = x2を微分すると y′ = 2x

C : y = x2上の点A(a, a2)における接線 lの方程式は

y − a2 = 2a(x− a) すなわち l : y = 2ax− a2

同様に，C上の点B(b, b2)における接線mの方程式は

m : y = 2bx− b2

lとmの方程式を連立して解くと

ax− a2 = bx− b2 ゆえに x =
a+ b

2
, y = ab

b = kaより，点Dの座標は D

(
(1 + k)a

2
, ka2

)

(2) A(a, a2)，B(b, b2)，D

(
a+ b

2
, ab

)
とすると

AB2 = (b− a)2 + (b2 − a2) = (b− a)2{1 + (a+ b)2} (∗)

AD2 =
1

4
(b− a)2 + a2(b− a)2 = (b− a)2

(
1

4
+ a2

)
AB2 = AD2，b− a 6= 0であるから

1 + (a+ b)2 =
1

4
+ a2 ゆえに b(2a+ b) +

3

4
= 0

b = kaを上の第 2式に代入して k(k + 2)a2 +
3

4
= 0

(3) 直線ABの傾きは
b2 − a2

b− a
= a+ b = a+ ka = (1 + k)a

接線 lの傾きは 2aであるから，AB⊥lであるための必要十分条件は

(1 + k)a·2a = −1 ゆえに 2(1 + k)a2 + 1 = 0
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(4) (∗)に b = kaを代入すると

AB2 = (k − 1)2a2
{
1 + (1 + k)2a2

}
(∗∗)

(2)，(3)の結果の 2式から定数項を消去して整理すると

4

3
k(k + 2)a2 = 2(1 + k)a2 ゆえに a2(k − 1)(2k + 3) = 0

a 6= 0, k 6= 1であるから k = −3

2
(3)の結論から a2 = 1

これらを (∗∗)に代入すると

AB2 =

(
−3

2
− 1

)2
{
1 +

(
1− 3

2

)2
}

=
125

16

よって，AB = ADの直角二等辺三角形の面積は

1

2
AB2 =

1

2
·125
16

=
125

32

�

1.17 (1) f(x) = x, g(x) = x2より

C =

∫ 1

0

f(x)g(a− x) dx =

∫ 1

0

x(a− x)2 dx

=

∫ 1

0

(a2x− 2ax2 + x3) dx

=

[
a2

2
x2 − 2a

3
x3 +

x4

4

]1
0

=
a2

2
−

2a

3
+

1

4

(2) f(x) = sin πx, g(x) = xより

C =

∫ 1

0

f(x)g(a− x) dx =

∫ 1

0

(a− x) sin πx dx

=

∫ 1

0

(x− a)

(
1

π
cos πx

)′

dx

=

[
(x− a)

(
1

π
cos πx

)
− 1

π2
sinπx

]1
0

=
2a − 1

π

(3) f(x) = x，g(a− x) =

{
a− x (a− x = 0)

0 (a− x < 0)
より

f(x)g(a− x) =

{
x(a− x) (x 5 a)

0 (a < x)
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(i) 1 5 aのとき

C =

∫ 1

0

f(x)g(a− x) dx =

∫ 1

0

x(a− x) dx

=

∫ 1

0

(ax− x2) dx =

[
a

2
x2 − x3

3

]1
0

=
a

2
−

1

3

(ii) 0 5 a < 1のとき

C =

∫ 1

0

f(x)g(a− x) dx

=

∫ a

0

f(x)g(a− x) dx+

∫ 1

a

f(x)g(a− x) dx

=

∫ a

0

x(a− x) dx =
1

6
a3

(iii) a 5 0のとき C = 0 �

1.18 (1) 条件を満たす直線は，次の 8本より L(3) = 8

y = x, y = −x+ 4, x = k, y = k (k = 1, 2, 3)

(2) 条件を満たす直線は，次の 14本より L(4) = 14

y = x− 1, y = x, y = x+ 1,

y = −x+ 4, y = −x+ 5, y = −x+ 6,

x = k, y = k (k = 1, 2, 3, 4)

(3) 条件を満たす直線で傾きが 0以上の直線は，(i)～(iv)の 16本ある．

(i) 条件を満たす x軸に平行な直線は y = k (k = 1, 2, 3, 4, 5)

(ii) 条件を満たす傾き
1

2
の直線は y − k =

x− 1

2
(k = 1, 2, 3)

(iii) 条件を満たす傾き 1の直線は y = x+ k (k = 0,±1,±2)

(iv) 条件を満たす傾き 2の直線は y − 1 = 2(x− k) (k = 1, 2, 3)

(i)～(iv)の直線を点 (3, 3)を中心に 90◦回転させた直線も条件を満たす．

よって L(5) = 16× 2 = 32 �
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1.19 (1) {an}，{bn}について，次の漸化式が成立する．

a1 = b1 = 1, an+1 = an + bn, bn+1 = an (n = 1, 2, · · · ) (∗)

a2 = 2，b2 = 1であるから，順次，n = 2, 3を代入すると

a3 = 3, b3 = 2, a4 = 5, b4 = 3

(2) (∗∗)より an+1 = an + bn, bn+1 = an

(3) (∗∗)より，{an}，{bn}は自然数の数列で

an+1 − an = bn > 0, bn+1 = an

であるから，これらは単増加列である．

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

an 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233

bn 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

よって，条件をともにみたす最小の nは n = 12

(4) nがmで割り切れること (mが nの約数)をm |nと表記する．

(A) d ∈ Lについて，d | a，d | bであるから

a = pd, b = qd

となる整数 p, qが存在するから

c = a+ b = pd+ qd = (p+ q)d ゆえに d | c

d | a，d | cであるから，d ∈ R したがって L ⊂ R

(B) d ∈ Rについて，d | a，d | cであるから

a = rd, c = sd

となる整数 r, sが存在するから

b = c− a = sd− rd = (s− r)d ゆえに d | b

d | a，d | bであるから，d ∈ L したがって R ⊂ L

(A)，(B)から L = R
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Ln = {d | dは an, bnの公約数 }とすると，前の結論により

Ln = {d | dは an, an + bnの公約数 }
= {d | dは bn+1, an+1の公約数 } = Ln+1

L1 = {1}であるから，すべての自然数 nについて Ln = {1}
よって，すべての自然数mに対して，amと bmは互いに素である．

(5) rn =
an

an + bn
より

1

rn
= 1 +

bn
an

rn+1 =
an+1

an+1 + bn+1

=
an + bn

(an + bn) + an

=
1 + bn

an

1 +
(
1 + bn

an

) =
1
rn

1 + 1
rn

=
1

rn + 1

したがって f(x) =
1

x + 1

f(x) = xとすると
1

x+ 1
= x · · · 1©

x(x+ 1) = 1 整理すると x2 + x− 1 = 0

この 2次方程式の解を

α =
−1 +

√
5

2
, β =

−1−
√
5

2

とおくと， 1©に注意して

rn+1 − α =
1

rn + 1
− 1

α + 1
= − rn − α

(α + 1)(rn + 1)
= −α(rn − α)

rn + 1

同様に rn+1 − β = −β(rn − β)

rn + 1

{rn}について，明らかに rn > 0であるから，rn − β 6= 0より

rn+1 − α

rn+1 − β
=

α

β
·rn − α

rn − β
ゆえに

rn − α

rn − β
=

(
α

β

)n−1

·r1 − α

r1 − β∣∣∣∣αβ
∣∣∣∣ < 1より lim

n→∞

rn − α

rn − β
= 0 よって lim

n→∞
rn = α =

−1 +
√
5

2
�
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1.20 (1) A(2, 0, 0)，B(−2, 0, 0)，P(x, y, z)から

−→
AP = (x− 2, y, z),

−→
BP = (x+ 2, y, z)

−→
AP⊥

−→
BPより，

−→
AP·

−→
BP = 0であるから

(x− 2)(x+ 2) + y2 + z2 = 0 ゆえに x2 + y2 + z2 = 4

P 6= A, P 6= Bに注意して x2 + y2 + z2 = 4, x 6= ±2

(2)

(ア)
−→
OQ =

−→
OA+ t

−→
APとすると (tは媒介変数)

−→
OQ = (2, 0, 0) + t(x− 2, y, z)

= (2 + t(x− 2), ty, tz)

Qは yz平面上の点であるから 2 + t(x− 2) = 0

このとき，x− 2 6= 0であるから t =
2

2− x

−→
OQ =

(
0,

2y

2− x
,

2z

2− x

)
よって β =

2y

2 − x
, γ =

2z

2 − x

(イ)
−→
OP =

−→
OA+ s

−→
AQとすると (sは媒介変数)，P 6= Aより，s 6= 0

−→
OP = (2, 0, 0) + s(−2, β, γ)

= (2− 2s, βs, γs) (∗)

|
−→
OP|2 = 4であるから

(2− 2s)2 + (βs)2 + (γs)2 = 4 ゆえに s{(β2 + γ2 + 4)s− 8} = 0

s 6= 0より，s =
8

β2 + γ2 + 4
を (∗)に代入すると

−→
OP =

(
2β2 + 2γ2 − 8

β2 + γ2 + 4
,

8β

β2 + γ2 + 4
,

8γ

β2 + γ2 + 4

)

よって x =
2β2 + 2γ2 − 8

β2 + γ2 + 4
, y =

8β

β2 + γ2 + 4
, z =

8γ

β2 + γ2 + 4
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(ウ)
−→
OP⊥

−→
OCより，

−→
OP·

−→
OC = 0であるから

x+ 2y + 3z = 0

(1)で求めた球面および上の平面の共通部分であるから，これに (イ)の結
果を代入すると

2β2 + 2γ2 − 8

β2 + γ2 + 4
+

16β

β2 + γ2 + 4
+

24γ

β2 + γ2 + 4
= 0

これを整理すると β2 + γ2 + 8β + 12γ − 4 = 0

したがって (β + 4)2 + (γ + 6)2 = 56

よって yz平面上の (−4,−6)を中心とする半径 2
√
14の円 �

1.21 (1) OA = 4, OC = 1, OB =
√
2, ∠OCB = 90◦であるから BC = 1

Oを座標平面上の原点とし，A(4, 0)，B(1, 1)，C(1, 0)とすると

~a = (4, 0), ~b = (1, 1) よって ~a·~b = 4

(2) 直線ABの方程式は

y =
0− 1

4− 1
(x− 4) すなわち y = −1

3
x+

4

3

直線ABに垂直な直線ODの方程式は y = 3x

2直線AB，ODの交点Dの座標は
(
2

5
,
6

5

)
(1, 0) =

1

4
~a, (0, 1) = −1

4
~a+~bであるから

−→
OD =

2

5
·1
4
~a+

6

5

(
−1

4
~a+~b

)
= −1

5
~a+

6

5
~b

よって s = −
1

5
, t =

6

5
−→
OD =

2

5
(1, 3)より |

−→
OD| = 2

5

√
12 + 32 =

2
√
10

5

(3) 点 Pの x座標が 1であり，Pは直線 y = 3x上の点であるから P(1, 3)

よって |
−→
OP| =

√
12 + 32 =

√
10
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A

B

C

D

P

O

y

x1 4

1 √
2

�

1.22 (1) 3 (1)を参照．

(2) 4 (2)を参照．

(3) 4 (3)を参照．

(4) 3 (3)を参照． �
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1.23 (1) |~a| = |~b| = 2，0 < ∠AOB < π，~a·~b = |~a||~b| cos∠AOBより

−4 < ~a·~b < 4 · · · 1©

~p =
−→
OPとおくと，

−→
OA·

−→
AP = 0,

−→
OB·

−→
BP = 0であるから

~a·(~p− ~a) = 0, ~b·(~p−~b) = 0 ゆえに ~a·~p = 4, ~b·~p = 4

~a, ~bは，1次独立であるから，~p = x~a+ y~bとすると (x, yは実数){
~a·(x~a+ y~b) = 4
~b·(x~a+ y~b) = 4

ゆえに

{
4x+ (~a·~b)y = 4

(~a·~b)x+ 4y = 4

1©に注意してこれを解くと x = y =
4

4 + ~a·~b

よって，
−→
OP =

4

4 + ~a·~b
(~a+~b) が成立する．

(2) |~a+~b|2 = 2(4 + ~a·~b)であるから，(1)の結果から

−→
OP =

8

|~a+~b|
·
~a+~b

|~a+~b|

したがって OP =
8

|~a+~b|
=

8√
8 + 2~a·~b

=
8√

8− 4
√
3

=
8√

6−
√
2
= 2(

√
6 +

√
2)

別解 cos∠AOB =
~a·~b
|~a||~b|

=
−2

√
3

2·2
= −

√
3

2
ゆえに ∠AOB = 150◦

∠AOP = 75◦であるから

OP =
OA

cos 75◦
= 2× 4√

6−
√
2
= 2(

√
6 +

√
2)

~a

~b~c

A

BC

PR

Q

O
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(3) 与えられた条件より，
~a·~b
|~a||~b|

=
~a·~c
|~a||~b|

=
−2

√
3

2·2
= −

√
3

2
であるから

∠AOB = ∠AOC = 150◦ ゆえに ∠QPR = ∠QRP = 30◦

(2)と同様に OQ =
8√

8 + 2~b·~c
=

8√
8 + 2·2

=
4√
3

4QRPは，PQ = RQの二等辺三角形であるから

AQ = OA+OQ = 2 +
4√
3
,

PR = 2AP = 2
√
3AQ

よって，求める面積は
1

2
PR·AQ =

1

2
·AQ·2

√
3AQ =

√
3AQ2

=
√
3

(
2 +

4√
3

)2

= 16 +
28
√
3

~a

~b~c

A

BC

PR

Q

O

補足 cos∠BOC =
~b·~c
|~b||~c|

=
2

2·2
=

1

2
より，∠BOC = 60◦

∠BOQ = 30◦であるから

OQ =
OB

cos 30◦
= 2× 2√

3
=

4√
3

�

1.24 (1) BD = CDより，4ABD = 4ACDであるから

1

2
AB·ADsin 2θ =

1

2
AC·ADsin θ

したがって AB sin 2θ = ACsin θ

AB = 1より

AC =
AB sin 2θ

sin θ
= 2 cos θ

　

A B

C

θ
2θ

D

1
96



(2) 4ABCに余弦定理を適用すると

BC2 = AB2 +AC2 − 2AB·ACcos 3θ

= 12 + (2 cos θ)2 − 2·1·2 cos θ·(4 cos3 θ − 3 cos θ)

= −16 cos4 θ + 16 cos2 θ + 1

よって BC =
√
−16 cos4 θ + 16 cos2 θ + 1

(3) (2)の結果から

BC2 = −16

(
cos2 θ − 1

2

)2

+ 5

0 < θ <
π

3
に注意して

cos θ =
1√
2
すなわち θ =

π

4
のとき，最大値

√
5

�

1.25 (1) a1 = 2, an+1 = 2anより an = 2·2n−1 = 2n

(2) (1)の結果から

Sn =
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

2k =
2(2n − 1)

2− 1
= 2n+1 − 2 (∗)

Sn
2 + 4Sn + 4 = 210より (Sn + 2)2 = 210

Sn + 2 = 2n+1 > 0に注意して 2n+1 = 25 よって n = 4

(3) (∗)を
n∑

k=1

Sk = 2Sn − 10に代入すると

n∑
k=1

(2k+1 − 2) = 2(2n+1 − 2)− 10

したがって
22(2n − 1)

2− 1
− 2n = 22(2n − 1)− 10

整理すると −2n = −10 よって n = 5 �

1.26 (1) f(x) = x sin(1− x)を微分すると

f ′(x) = (x)′ sin(1− x) + x{sin(1− x)}′

= sin(1− x)− x cos(1− x)

(あ) sin(1 − x) − x cos(1 − x)
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(2) f(x) = e
x

1+x を微分すると

f ′(x) = e
x

1+x

(
x

1 + x

)′

= e
x

1+x ·(x)
′(1 + x)− x(1 + x)′

(1 + x)2
=

e
x

1+x

(1 + x)2

(い)
e

x
1+x

(1 + x)2

(3) {(1 + x2)
3
2}′ = 3

2
(1 + x2)

1
2 (1 + x2)′ = 3x

√
1 + x2 = 3f(x)より∫

f(x) dx =
1

3
(1 + x2)

3
2 + C

(う)
1

3
(1 + x2)

3
2

(4) (x3 log x)′ = 3x2 log x+ x3·1
x
= 3x2 log x+ x2より

3f(x) = 3x2 log x = (x3 log x)′ − x2 =

(
x3 log x− x3

3

)′

よって
∫

f(x) dx =
x3

3
log x− x3

9
+ C

(え)
x3

3
log x −

x3

9

(5)

∫ π
3

0

cos2
x

4
dx =

1

2

∫ π
3

0

(
1 + cos

x

2

)
dx

=
1

2

[
x+ 2 sin

x

2

]π
3

0

=
π

6
+

1

2

(お)
π

6
+

1

2
�

1.27 (1) Aの作る図形が三角形でないのは 1 を含む 3点が一直線上にある

1 2 6 1 3 7 1 4 8 1 5 9 (∗)

の 4通りである．よって，求める確率は

4

9C3

=
4

3·4·7
=

1

21

(2) 1 を含まない図形は三角形である．したがって， 1 を含む人の図形が
三角形であればよい． 1 を含むA，B，Cそれぞれ場合において，(1)で
求めた三角形でない確率が等しいことに注意して

1− 1

21
× 3 =

6

7
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(3) 条件 2©から，Aの作る 4回の図形は，(∗)で示した 4つの場合が 1回ずつ
起こる．(∗)を順に

α 1 2 6 β 1 3 7 γ 1 4 8 δ 1 5 9

とすると，B，Cの条件により，Aについて

B C A

1回目 3 β以外

2回目 2 4 5 6 α, γ, δ以外

3回目 2 3 6 7 α, β以外

4回目 2 8 α, γ以外

Aは 2回目に β，1回目に α，3回目に γ，4回目に δの順に決定する．

A B C 残り
1回目 1 2 6 3 (4, 5, 7, 8, 9)

2回目 1 3 7 2 4 5 6 (8, 9)

3回目 1 4 8 2 3 6 7 (5, 9)

4回目 1 5 9 2 8 (3, 4, 6, 7)

• 2回目のBは 9より，2回目のCは 8

• 3回目のBは 5より，3回目のCは 9

• 4回目のCは 7より，4回目のBは 3, 4, 6

• 1回目のBは 8, 9より，1回目のCは 4, 5, 7

よって
A B C

1回目 1 2 6 3 8 9 4 5 7

2回目 1 3 7 2 4 9 5 6 8

3回目 1 4 8 2 3 5 6 7 9

4回目 1 5 9 3 4 6 2 7 8

�

1.28 (1) g(x) = 0, h(x) = 0の解をそれぞれ α, βとすると

g(α) = 0, h(β) = 0

x3 − 1 = (x− 1)g(x), x3 + 1 = (x+ 1)h(x)であるから

α3 − 1 = (α− 1)g(α) = 0, β3 + 1 = (β + 1)h(β) = 0
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よって，方程式 g(x) = 0の解は x3 − 1 = 0を満たし，方程式 h(x) = 0の
解は x3 + 1 = 0を満たす．

(2) (1)の結論から，α3 = 1であるから

f(α) = α6n + α3n − 2

= (α3)2n + (α3)n − 2 = 12n + 1n − 2 = 0

因数定理により，f(x)は g(x)を因数にもつ，すなわち，f(x)は g(x)で割
り切れる．

別解 f(x)が x2 + x+ 1を因数にもつことを示す．

x6n + x3n − 2 = (x3n + 2)(x3n − 1)

= (x3n + 2)(x3 − 1)
n∑

k=1

x3(k−1)

= (x3n + 2)(x− 1)(x2 + x+ 1)
n∑

k=1

x3(k−1)

(3) (1)の結論より，β3 = −1であるから

f(β) = β6n + β3n − 2 = (β3)2n + (β3)n − 2

= (−1)2n + (−1)n − 2 = (−1)n − 1

上式より，f(β) = 0となるのは，nが偶数のときであり，このとき，f(x)

は h(x)を因数にもつ．
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(4) n = 1のとき f(x) = x6 + x3 − 2 = (x3 + 2)(x3 − 1)

f(x) = 0のとき x3 = −2 または x3 = 1

f(x) = 0の解を次式で表す．

x = r(cos θ + i sin θ) (r > 0, 0 5 θ < 2π)

(i) x3 = −2のとき，方程式は

r3(cos 3θ + i sin 3θ) = 2(cos π + i sin π)

両辺の絶対値と偏角を比較すると

r3 = 2, 3θ = π + 2kπ (kは整数)

したがって r = 3
√
2, θ =

2k + 1

3
π (k = 0, 1, 2)

(ii) x3 = 1のとき，方程式は

r3(cos 3θ + i sin 3θ) = 1(cos 0 + i sin 0)

両辺の絶対値と偏角を比較すると

r3 = 1, 3θ = 2kπ (kは整数)

したがって r = 1, θ =
2k

3
π (k = 0, 1, 2)

(i)，(ii)から，f(x) = 0のすべての虚数解を表記すると

3
√
2

(
cos

2k + 1

3
π + i sin

2k + 1

3
π

)
(k = 0, 2),

cos
2k

3
π + i sin

2k

3
π (k = 1, 2)

�

1.29 (1) 袋Bにある白玉 2個，赤玉 2個から白玉 1個を取り出す確率であるから

2

4
=

1

2

(2) 袋Aに白玉が入っているとき，袋B(白玉 2個，赤玉 2個)から白玉 1個を

取り出す確率が
1

2
であり，袋Aに赤玉が入っているとき，袋B(白玉 3個，

赤玉 1個)から白玉 1個を取り出す確率が
3

4
であるから，次の確率漸化式

が成立する．

pn+1 =
1

2
pn +

3

4
(1− pn) すなわち pn+1 = −

1

4
pn +

3

4
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(3) (2)結果から

pn+1 −
3

5
= −1

4

(
pn −

3

5

)
{
pn −

3

5

}
は，初項 p1 −

3

5
= − 1

10
，公比−1

4
の等比数列であるから

pn −
3

5
= − 1

10

(
−1

4

)n−1

ゆえに pn =
3

5
− 1

10

(
−1

4

)n−1

よって lim
n→∞

pn =
3

5
�

2.1 (1) 8! = 27·32·5·7より，8!の約数の個数は

(7 + 1)(2 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 96

(2) 17x+ 2 = 22y + 4とし (x, yは整数)，法 17に関する合同式を考えると

2 ≡ 5y + 4 ⇐⇒ 5y ≡ −2 ⇐⇒ 15y ≡ −6

⇐⇒ −2y ≡ −6 ⇐⇒ y ≡ 3 (mod 17)

y = 17k + 3とおくと (kは整数)

22y + 4 = 22(17k + 3) + 4 = 374k + 70

求める 4桁の最小の整数は，k = 3のとき 374× 3 + 70 = 1192

(3) 2次不等式 2x2 − (2a− 3)x− 3a < 0 · · · 1©

(i) 1©より (2x+ 3)(x− a) < 0

よって a > −
3

2
のとき −

3

2
< x < a,

a = −
3

2
のとき 解なし,

a < −
3

2
のとき a < x < −

3

2
(ii) (i)の結果から

a > −3

2
のとき， 1©を満たす整数 4個は−1, 0, 1, 2であるから

2 < a 5 3

a < −3

2
のとき， 1©を満たす整数 4個は−5,−4,−3,−2であるから

−6 5 a < −5
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よって 2 < a 5 3, − 6 5 a < −5 �

2.2 (1) 楕円
x2

4
+

y2

9
= 1上の 4点 (±a, ± b) (複号任意)を頂点とする四角形の面

積を Sとすると (a > 0, b > 0)

S = 4ab

2つの正の数
a2

4
,
b2

9
の相加平均・相乗平均の大小関係から

1 =
a2

4
+

b2

9
= 2

√
a2

4
·b

2

9
=

ab

3
=

S

12
ゆえに S 5 12

よって，求める面積の最大値は 12

別解 楕円
x2

4
+

y2

9
= 1上の 4点 (±2 cos θ, ± 3 sin θ) (複号任意)を頂点とする

四角形の面積を Sとすると (0 < θ < π
2
)

S = 4 cos θ·6 sin θ = 12 sin 2θ 5 12

よって，求める面積の最大値は 12

(2) 与えられた不等式から{
22x+y+z = 221

2z = 23xy
ゆえに (∗)

{
2x+ y + z = 21

z = 3xy

(∗)から zを消去すると

2x+ y + 3xy = 21 ゆえに (3x+ 1)(3y + 2) = 65

3x+ 1が 65の約数となるとき

3x+ 1 = −65,−5, 1, 13

それぞれの場合について

3y + 2 = −1,−13, 65, 5

したがって，整数 (x, y)の組は

(x, y) = (−22,−1), (−2,−5), (0, 21), (4, 1)

z = 3xyより，求める (x, y, z)の組は

(x, y, z) =(−22,−1, 66), (−2,−5, 30),

(0, 21, 0), (4, 1, 12)
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(3) w = i
z + 2

z − 1
より (w − i)z = w + 2i

上式においてw 6= iであるから z =
w + 2i

w − i
|z| = 2であるから∣∣∣∣w + 2i

w − i

∣∣∣∣ = 2 ゆえに |w + 2i| = 2|w − i| (∗)

したがって |w + 2i|2 = 4|w − i|2

(w + 2i)(w − 2i) = 4(w − i)(w + i)

整理すると ww + 2iw − 2iw = 0

(w − 2i)(w + 2i) = 4 ゆえに |w − 2i| = 2

よって，点wは中心 2i，半径 2の円を描く． �

2.3 (1) ~a = (1, p)，~b = (q,−1)，~c = (−1, 1)

~a−~b = (1− q, 1 + p)⊥~c = (−1, 1)より

−(1− q) + (1 + p) = 0 ゆえに q = −p · · · 1©

~b−~c = (q + 1,−2)//~a = (1, p)より

p(q + 1)− (−2)·1 = 0 ゆえに p(q + 1) + 2 = 0 · · · 2©

1©を 2©に代入すると

p(−p+ 1) + 2 = 0 ゆえに (p− 2)(p+ 1) = 0

p = 2のとき，q = −2 ゆえに ~a = (1, 2), ~b = (−2,−1)

~a, ~b, ~cはそれぞれ異なるので適する．

p = −1のとき，q = 1 ゆえに ~a = ~b = (1,−1)となり不適．

よって p = 2, q = −2

補足 ~0でない 2つのベクトル~a = (a1, a2), ~b = (b1, b2)について

~a⊥~b ⇐⇒ a1b1 + a2b2 = 0, ~a//~b ⇐⇒ a1b2 − a2b1 = 0
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(2) a1 =
1

3
, an+1 = r(1− Sn) · · · (∗)

S1 = a1 =
1

3
であるから，n = 1を (∗)に代入すると

a2 = r

(
1− 1

3

)
=

2

3
r

S2 = a1 + a2 =
1

3
+

2

3
rであるから，n = 2を (∗)に代入すると

a3 = r

{
1−

(
1

3
+

2

3
r

)}
=

2

3
r(1 − r)

n = 2のとき，an+1 = r(1− Sn)，an = r(1− Sn−1)の 2式の差をとると

an+1 − an = −r(Sn − Sn−1) = −ran ゆえに an+1 = (1 − r)an

上の第 2式が n = 1のときも成立するとき
2

3
r = (1− r)·1

3

0 < r < 1に注意してこれを解くと r =
1

3

補足 an+1 = (1− r)anより，公比は 1− r =
2

3

a2
2 = a1a3を利用すると

(
2

3
r

)2

=
1

3
·2
3
r(1− r)

0 < r < 1に注意してこれを解くと r =
1

3

(3) kは整数

n = 3k，すなわち，n ≡ 0 (mod 3)のとき n2 ≡ 0 (mod 3)

n = 3k + 1，すなわち，n ≡ 1 (mod 3)のとき n2 ≡ 1 (mod 3)

n = 3k + 2，すなわち，n ≡ 2 (mod 3)のとき n2 ≡ 1 (mod 3)

したがって，n2を 3で割った余りは 2にならない．

lおよびmが 3の倍数でないと仮定すると，l2 ≡ m2 ≡ 1 (mod 3)より

l2 +m2 ≡ 1 + 1 ≡ 2, n2 6≡ 2 (mod 3)

したがって l2 +m2 6= n2

よって，lまたはmは 3の倍数である． �
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2.4 (1) cosx+ cos 3x = 2 cos 2x cosx，cos 2x = 2 cos2 x− 1，t = cos xより

cos 2x = 2t2 − 1,

cos 3x = 2 cos 2x cosx− cosx

= 2(2t2 − 1)t− t = 4t3 − 3t

上の 2式を利用すると

cos x+ cos 2x+ cos 3x = t+ (2t2 − 1) + (4t3 − 3t)

= 4t3 + 2t2 − 2t− 1

= (2t+ 1)(2t2 − 1)

= (2t+ 1)(
√
2t+ 1)(

√
2t− 1)

これから，不等式 cos x+ cos 2x+ cos 3x > 0は

(2t+ 1)(
√
2t+ 1)(

√
2t− 1) > 0, (−1 5 t 5 1)

したがって − 1√
2
< t < −1

2
,

1√
2
< t 5 1

よって 0 5 x <
π

4
,
2

3
π < x <

3

4
π

(2) f(x+ y) = f(x) + f(y) · · · (∗)

(∗)に x = y = 0を代入すると

f(0) = f(0) + f(0) ゆえに f(0) = 0

(∗)より，f(x+ h) = f(x) + f(h)であるから

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

f(h)

h
= 2

これを積分すると f(x) = 2x+ C (Cは積分定数)

f(0) = 0であるから C = 0 よって f(x) = 2x

(3)

∫ 1

−1

x2 − x4

1 + ex
dxにおいて，x = −tとすると

dx

dt
= −1

x −1 −→ 0

t 1 −→ 0∫ 0

−1

x2 − x4

1 + ex
dx =

∫ 0

1

t2 − t4

1 + e−t
(−1) dt =

∫ 1

0

et(t2 − t4)

et + 1
dt

=

∫ 1

0

ex(x2 − x4)

1 + ex
dx

したがって
∫ 0

−1

x2 − x4

1 + ex
dx =

∫ 1

0

ex(x2 − x4)

1 + ex
dx
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上の等式を利用すると∫ 1

−1

x2 − x4

1 + ex
dx =

∫ 0

−1

x2 − x4

1 + ex
dx+

∫ 1

0

x2 − x4

1 + ex
dx

=

∫ 1

0

ex(x2 − x4)

1 + ex
dx+

∫ 1

0

x2 − x4

1 + ex
dx

=

∫ 1

0

(x2 − x4) dx =

[
x3

3
− x5

5

]1
0

=
2

15

�

2.5 (1) 4個のさいころのうち，3個の同じ目を A，残りの 1個の目を B とする
(A 6= B)．A，Bの選び方が 6P2通りあるから，求める確率は

6P2 ×
4!

3!1!

(
1

6

)4

= 6·5× 4× 1

64
=

5

54

(2) |x2 + 6x− 1| 5 7− xより

−(7− x) 5 x2 + 6x− 1 5 7− x

したがって{
x2 + 7x− 8 5 0

x2 + 5x+ 6 = 0
ゆえに

{
−8 5 x 5 1

x 5 −3, − 2 5 x

よって −8 5 x 5 −3, − 2 5 x 5 1

補足 |X| = max(X,−X)であるから，不等式 |X| 5 Y について

X 5 Y かつ −X 5 Y すなわち − Y 5 X 5 Y

(3) 3.1 < π < 3.2より 9.61 < π2 < 10.24 < 11

π <
√
11であるから log11 π < log11

√
11 =

1

2
· · · 1©

また 4

√
1

8
= 4

√(
1

2

)3

=

(
1

2

) 3
4

>
1

2
· · · 2©

1©， 2©より log11 π <
1

2
< 4

√
1

8
�
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2.6 (1) f(x) = x log(x+ 2) + 1を微分すると f ′(x) = log(x+ 2) +
x

x+ 2
C上の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y − f(t) = f ′(t)(x− t) ゆえに y = f ′(t)x+ f(t)− tf ′(t)

この直線が原点を通るとき，f(t)− tf ′(t) = 0より

t log(t+ 2) + 1− t

{
log(t+ 2) +

t

t+ 2

}
= 0

整理すると t2 − t− 2 = 0 ゆえに (t+ 1)(t− 2) = 0

これを解いて t = −1, 2

このとき f ′(−1) = −1 < 0, f ′(2) = 2 log 2 +
1

2
> 0

よって，求める接線の方程式は y =

(
2 log 2 +

1

2

)
x

(2) f ′(x) = log(x+ 2) + 1− 2

x+ 2
を微分すると (x > −2)

f ′′(x) =
1

x+ 2
+

2

(x+ 2)2
> 0

したがって，Cは下に凸である．

(3) 求める面積を Sとすると

S =

∫ 2

0

{x log(x+ 2) + 1} dx− 1

2
·2·(4 log 2 + 1)

=
1

2

∫ 2

0

(x2 − 4)′ log(x+ 2) dx+

[
x

]2
0

− (4 log 2 + 1)

=
1

2

[
(x2 − 4) log(x+ 2)

]2
0

− 1

2

∫ 2

0

(x− 2) dx+ 1− 4 log 2

= 2 log 2− 1

4

[
(x− 2)2

]2
0

+ 1− 4 log 2 = 2 − 2 log 2

O

y

x2

4 log 2 + 1

1

C `

−2
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別解 (ガウス・グリーンの定理の系)

xf ′(x)− f(x) = x

{
log(x+ 2) +

x

x+ 2

}
− {x log(x+ 2) + 1}

=
x2

x+ 2
− 1 = x− 3 +

4

x+ 2

求める面積 Sは (積分区間は動径の偏角が正の向きになるようにとる)

S =
1

2

∫ 0

2

(xy′ − y) dx

=
1

2

∫ 0

2

(
x− 3 +

4

x+ 2

)
dx

=
1

2

[
1

2
x2 − 3x+ 4 log(x+ 2)

]0
2

= 2 − 2 log 2

補足 別解の公式は，ガウス・グリーンの定理

S =
1

2

∫ β

α

{x(t)y′(t)− x′(t)y(t)} dt

の変数 tを xに変更したものである． �

2.7 (1) C : y = (x)について，f(x) = (x− a)2 + 3a2より，頂点Aは (a, 3a2)

直線OAの傾きは 3aであるから，その方程式は y = 3ax

これとC : y = x2 − 2ax+ 4a2から yを消去すると

x2 − 2ax+ 4a2 = 3ax ゆえに (x− a)(x− 4a) = 0

点 Pは点Aと異なるから，点 Pの x座標 pは p = 4a

f ′(x) = 2x− 2aよりC上の点Q(q, f(q))における接線は

y = (2q − 2a)(x− q) + q2 − 2aq + 4a2

すなわち y = 2(q − a)x− q2 + 4a2

これが原点を通るから (q > 0, a > 0)

−q2 + 4a2 = 0 ゆえに q = 2a

p = 4a, q = 2aであるから (a > 0) p > q
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(2) 曲線 C : y = f(x)とQ(q, f(q))における接線 y = 2axおよび直線 x = p

で囲まれた部分の面積を S1とする．このとき 1

f(x) = f(q) + f ′(q)(x− q) + (x− q)2

であるから

S1 =

∫ p

q

{f(x)− f(q)− f ′(q)(x− q)} dx

=

∫ p

q

(x− q)2 dx =
1

3
(p− q)3

=
1

3
(4a− 2a)3 =

8

3
a3

接線OQと直線 x = pの交点をRとすると
P(4a, 12a2)，R(4a, 8a2)より

S = 4OPR− S1

=
1

2
·4a(12a2 − 8a2)− 8

3
a3 =

16

3
a3

　

O

y

xpqa

A Q

P

C

3a2

S1

S R

(3) S =
2

3
を (2)の結果に代入すると

16

3
a3 =

2

3
これを解いて a =

1

2

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai 2020.pdf (p.15を参照)
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別解 直線 x = 2aと直線OPの交点をQ′とすると Q(2a, 4a2)，Q′(2a, 6a2)

4OPQ =
1

2
p·QQ′ =

1

2
·4a·2a2 = 4a3

Cと直線 PQで囲まれた部分の面積は，1/6公式により

1

6
(p− q)3 =

1

6
(4a− 2a)3 =

4

3
a3

よって，求める面積は S = 4a3 +
4

3
a3 =

16

3
a3

解説 xy′ − y = x(2x− 2a)− (x2 − 2ax+ 4a2)

= (x− 2a)2 + 4a(x− 2a)

求める面積 Sは (ガウス・グリーンの定理の系)

S =
1

2

∫ 4a

2a

(xy′ − y) dx =
1

2

∫ 4a

2a

{(x− 2a)2 + 4a(x− 2a)} dx

=
1

2

[
1

3
(x− 2a)3 + 2a(x− 2a)2

]4a
2a

=
16

3
a3

O

y

xpqa

A Q

P

C

3a2

補足 解説の公式は，ガウス・グリーンの定理

S =
1

2

∫ β

α

{x(t)y′(t)− x′(t)y(t)} dt

の変数 tを xに変更したものである．このとき，積分区間は動径の偏角が
正の向きになるようにとる．例えば，Cと線分OQ，OAで囲まれた部分
の面積 S ′を求める場合は次のようになる．

S ′ =
1

2

∫ a

2a

(xy′ − y) dx =
1

2

∫ a

2a

{(x− 2a)2 + 4a(x− 2a)} dx

=
1

2

[
1

3
(x− 2a)3 + 2a(x− 2a)2

]a
2a

=
5

6
a3

�
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2.8 (1) x > 1, y > 1のとき logx y > 0

相加平均・相乗平均の大小関係から

logx y + logy x = logx y +
1

logx y

= 2

√
logx y·

1

logx y
= 2

(2) 連立不等式

x > 1, y > x, logx y + logy x <
5

2
(∗)

の第 3式について logx y +
1

logx y
<

5

2

2(logx y)
2 − 5 logx y + 2 < 0 ゆえに (logx y − 2)(2 logx y − 1) < 0

y > x > 1であるから，logx y > 1より 1 < logx y < 2

logx x < logx y < logx x
2 ゆえに x < y < x2

(∗)の連立不等式は 1 < x < y < x2

よって，求める領域は，下の図の斜線部分で境界線は含まない．

O

y

x1

1

y = x2

y = x
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(3) 第 1象限において，y = x, y = x2と円 x2 + y2との交点をそれぞれP，Q

とすると Q(
√
3, 3)

領域Dは下の図の斜線部分 (境界線を含む)で，その面積を S とすると，
∠POQ =

π

3
− π

4
=

π

12
より

S =
1

2
(2
√
3)2· π

12
+

∫ 1

0

(x− x2) dx−
∫ √

3

0

(
√
3x− x2) dx

=
1

2
·12· π

12
+

∫ 1

0

x(1− x) dx−
∫ √

3

0

x(
√
3− x) dx

=
π

2
+

1

6
(1− 0)3 − 1

6
(
√
3− 0)3

=
π

2
+

1

6
−

√
3

2

O

y

x1
√
3 2

√
3

2
√
3

1

3

P

Q

別解 y = x2にガウス・グリーンの定理の系を適用する．

S =
1

2
(2
√
3)2· π

12
− 1

2

∫ √
3

1

(xy′ − y) dx

=
π

2
− 1

2

∫ √
3

1

x2 dx =
π

2
−

√
3

2
+

1

6

補足 別解の公式は，ガウス・グリーンの定理

S =
1

2

∫ β

α

{x(t)y′(t)− x′(t)y(t)} dt

の変数 tを xに変更したものである．

�
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2.9 (1) ∫ 1

0

t sin πt dt =

∫ 1

0

t

(
− 1

π
cos πt

)′

dt

=

[
t

(
− 1

π
cos πt

)
−
(
− 1

π2
sin πt

) ]1
0

=
1

π

(2) x = −t

(
t− 3

2

)
, y = sinπtより (0 5 t 5 1)

dx

dt
= −2t+

3

2
,

dy

dt
= π cos πt

t 0 · · · 1
2

· · · 3
4

· · · 1
dx
dt

+ + + 0 −
dy
dt

+ 0 − − −
(dx
dt
, dy
dt
) ↗ → ↘ ↓ ↙

(x, y) (0, 0) (1
2
, 1)

(
9
16
, 1√

2

)
(1
2
, 0)

したがって，Cのグラフの概形は次のようになる．

O

y

x1
2

1
(t = 1

2
)

(t = 3
4
)

(t = 1)(t = 0)
9
16

1√
2

C

よって，曲線Cと直線 x = aの共有点の個数は

a < 0,
9

16
< a のとき 0個

0 5 a <
1

2
, a =

9

16
のとき 1個

1

2
5 a <

9

16
のとき 2個
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(3) x = f(t) = −t

(
t− 3

2

)
, y = g(t) = sin πtとし (0 5 t 5 1)，求める面積

を Sとすると，(1)の結果に注意して

S =

∫ f( 3
4
)

f(0)

y dx−
∫ f( 3

4
)

f(1)

y dx =

∫ f(1)

f(0)

y dx =

∫ 1

0

y
dx

dt
dt

=

∫ 1

0

sin πt·
(
−2t+

3

2

)
dt

= −2

∫ 1

0

t sinπt dt+
3

2

∫ 1

0

sin πt dt

= −2· 1
π
+

3

2

[
− 1

π
cosπt

]1
0

=
1

π

補足 (ガウス・グリーンの定理 2) x = f(t) = −t

(
t− 3

2

)
, y = g(t) = sin πtと

し (0 5 t 5 1)，求める面積をSとすると (偏角の向きが正となるように積
分区間をとる)

S =
1

2

∫ 0

1

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

= −1

2

∫ 0

1

{f(t)g(t)}′ dt+
∫ 0

1

f(t)g′(t) dt

ここで∫ 0

1

{f(t)g(t)}′ dt =
[
f(t)g(t)

]0
1

= 0,∫ 0

1

f(t)g′(t) dt =

∫ 0

1

(
−t2 +

3

2
t

)
(sinπt)′ dt

=

[ (
−t2 +

3

2
t

)
sin πt−

(
−2t+

3

2

)(
− 1

π
cos πt

)
+ (−2)

(
− 1

π2
sinπt

) ]0
1

=
1

π

よって S =
1

π
�

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2022.pdf 5
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2.10 (1) Cと l1から yを消去すると
(x− 1)2

a2
+

x2

b2
= 1

(a2 + b2)x2 − 2b2x+ b2(1− a2) = 0 (∗)

上式は，係数について (−b2)2 − (a2 + b2)·b2(1− a2) = 0

a > 0, b > 0に注意して整理すると a2 + b2 = 1 · · · 1©
Cと l3が接するから −b = −t · · · 2©
a > 0, b > 0であるから， 1©， 2©より a =

√
1 − t2, b = t

(2) (1)の結果を (∗)に代入すると x2 − 2t2x+ t4 = 0

(x− t2)2 = 0 これを解いて x = t2

Pは l1上の点であるから P(t2, t2)

O

y

x1

1

2

l1l2

l3

P

Q

C

−t

P′

A

A′

(3) l2 : y = −x+ 2上の点Qの y座標が−tであるから

−t = −x+ 2 ゆえに x = t+ 2

P(t2, t2)，Q(t+ 2,−t)より，直線 PQの傾きは (0 < t < 1)

−t− t2

(t+ 2)− t2
=

t(t+ 1)

(t+ 1)(t− 2)
=

t

t− 2

点Q(t+ 2,−t)を通り，傾き
t

t− 2
の直線は

y + t =
t

t− 2
(x− t− 2)

点 (1, 0)はこの直線上の点であるから

t =
t

t− 2
(−t− 1) これを解いて t =

1

2
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(4) (3)の結果を (1)の結果に代入すると a =

√
3

2
, b =

1

2

したがって x = 1 +

√
3

2
cos θ，y =

1

2
sin θ (∗∗)

(3)の結果を (2)の結果に代入すると P

(
1

4
,
1

4

)
条件から 1 +

√
3

2
cos β =

1

4
，

1

2
sin β =

1

4

すなわち cos β = −
√
3

2
，sin β =

1

2

0 5 β < 2πより β =
5

6
π

(5) C, l1, l2が直線 x = 1に関して対称であるから，α =
π

6
すると，

Cと l2の接点を P′とすると P′

(
1 +

√
3

2
cosα,

1

2
sinα

)

4点 P

(
1

4
,
1

4

)
，A(1, 0)，P′

(
7

4
,
1

4

)
，A′(1, 1)を頂点とする四角形の面

積を S1とすると (A′は l1, l2の交点)

S1 =
1

2
AA′·PP′ =

1

2
·1·3

2
=

3

4

(∗∗)より (ガウス・グリーン定理 3)

x
dy

dθ
− dx

dθ
y =

(
1 +

√
3

2
cos θ

)
·1
2
cos θ −

(
−
√
3

2
sin θ

)
·1
2
sin θ

=
1

2
cos θ +

√
3

4

AP′，AP，C1で囲まれた部分の面積を S2 とすると

S2 =
1

2

∫ 5
6
π

π
6

(
x
dy

dθ
− dx

dθ
y

)
dθ =

1

2

∫ 5
6
π

π
6

(
1

2
cos θ +

√
3

4

)
dθ

=
1

2

[
1

2
sin θ +

√
3

4
θ

] 5
6
π

π
6

=

√
3

12
π

よって，求める面積は S1 − S2 =
3

4
−

√
3

12
π �

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2022.pdf 5

117

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2022.pdf


2.11 (1) y = log xを微分すると y′ =
1

x
曲線 y = log x上の点 (a, log a)における接線 l1の方程式は

y =
1

a
(x− a) + log a すなわち y =

x

a
− 1 + log a

(2) (1)の結果から，y = log x上の点 (2a, log 2a)における接線 l2の方程式は

y =
x

2a
− 1 + log 2a

l1と l2の 2式から yを消去すると

x

a
− 1 + log a =

x

2a
− 1 + log 2a ゆえに x = 2a log 2

これを l2の方程式に代入すると y = 2 log 2 + log a− 1

よって，交点の座標は (2a log 2, 2 log 2 + log a − 1)

(3) x0 = 2a log 2, y0 = 2 log 2 + log a− 1とおき，l1と l2の交点を P(x0, y0)，
曲線 y = log x上の点をQ(t, log t)とおく (a 5 t 5 2a)．さらに

−→
PQ = (f(t), g(t))

とすると f(t) = t− x0, g(t) = log t− y0

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (t− x0)
1

t
− (log t− y0)

= 1 + y0 −
x0

t
− log t

ガウス・グリーンの定理により 4

S(a) =
1

2

∫ 2a

a

(
1 + y0 −

x0

t
− log t

)
dt

=
1

2

[
(1 + y0)t− x0 log t− t(log t− 1)

]2a
a

=
1

2
{(1 + y0)a− x0 log 2 + a(1− 2 log 2− log a)}

=
1

2
{(2 log 2 + log a)a− 2a(log 2)2 + a(1− 2 log 2− log a)}

= a

{
1

2
− (log 2)2

}

よって
S(a)

a
=

1

2
− (log 2)2 �

4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2022.pdf 5
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2.12 n個の頂点を反時計回りにA1,A2, · · · ,Anをとる (nは 3以上の奇数)．

2点A`,Amについて，` ≡ m (mod n)のとき，これらの 2点は同一の点する．

A1

A2

A3

An

An−1

O

An+1
2

i < j < k 5 i+ n−1
2
とし，点Aiに対して 2点Aj,Akをとると，三角形AiAjAk

は (n = 5)，その内部にOを含まない．iの選び方 n通りに対して，2点Aj,Ak

の選び方が n−1
2
C2通りあるから

1− pn = n× n−1
2
C2 /nC3

したがって

pn = 1− n× n−1
2
C2 /nC3

= 1− n×
n−1
2

(
n−1
2

− 1
)

2·1
× 3·2·1

n(n− 1)(n− 2)

=
n+ 1

4(n− 2)

p3 = 1であるから，上式は n = 3のときも成立する．

よって pn =
n + 1

4(n − 2)

補足 例えば，上の図でA1を除く点線の左右には
n− 1

2
個ずつ頂点が存在する． �
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東大文系 2024年 4

nを 5以上の奇数とする．平面上の点Oを中心とする円をとり，それに内
接する正 n角形を考える．n個の頂点から異なる 4点を同時に選ぶ．ただ
し，どの 4点も等確率で選ばれるものとする．選んだ 4点を頂点とする四
角形がOを内部に含む確率 pnを求めよ．

解答 n個の頂点を反時計回りにA1,A2, · · · ,Anをとる (nは 5以上の奇数)．

2点A`,Amについて，` ≡ m (mod n)のとき，これらの 2点は同一の点
する．

A1

A2

A3

An

An−1

O

An+1
2

i < j < k < l 5 i+ n−1
2
とし，点Aiに対して 3点Aj,Ak,Alをとると，四

角形AiAjAkAlは (n = 7)，その内部にOを含まない．iの選び方 n通り
に対して，3点Aj,Ak,Alの選び方が n−1

2
C3通りあるから

1− pn = n× n−1
2
C3 /nC4

したがって

pn = 1− n× n−1
2
C3 /nC4

= 1− n×
n−1
2

(
n−1
2

− 1
) (

n−1
2

− 2
)

3·2·1
× 4·3·2·1

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

=
n+ 1

2(n− 2)
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p5 = 1であるから，上式は n = 5のときも成立する．

よって pn =
n + 1

2(n − 2)

補足 例えば，上の図でA1を除く点線の左右には
n− 1

2
個ずつ頂点が存在する．

2.13 (1) 条件を満たすとき，n = 0, 1, 2について

an+1 =
3an + 1

2

が成立するから an+1 + 1 =
3

2
(an + 1)

an = (a0 + 1)

(
3

2

)n

− 1 (n = 0, 1, 2, 3) (∗)

(a0 + 1)

(
3

2

)3

が偶数となる最小の自然数 a0を求めるとよいから

a0 + 1 = 24 よって a0 = 15

(2) (∗)と同様に，条件を満たすとき

an = (a0 + 1)

(
3

2

)n

− 1 (n = 0, 1, · · · , 10)

(a0 + 1)

(
3

2

)10

が偶数となる最小の自然数 a0を求めるとよいから

a0 + 1 = 211 よって a0 = 2047

�

2.14 (1) am < 0となるm = 2が存在すると仮定すると

am = log3 am−1 < 0 ゆえに am−1 < 1

したがって，am = 3m−2 > 0となり，矛盾を生じる．

よって，2以上の自然数 nに対して an = 0である．

(2) (1)の結論から a4 = 0，a5 = 0

a4 + a5 = 1であるから

a4 = 1− a5 = 0, a5 = 1− a4 = 0
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したがって 0 5 a4 5 1, 0 5 a5 5 1 · · · (∗)
a4 < 1とすると，a5 = 33となり，(∗)に反する．
したがって a4 = 1, a5 = log a4 = 0

a3 < 1とすると，a4 = 32 = 9となり，不適．

a3 = 1であるから a4 = log3 a3 = 1 ゆえに a3 = 3

よって a3 = 3, a4 = 1, a5 = 0

(3) 0 5 a2 < 1のとき，a3 = 31 = 3となり，(2)の結果を満たす．

a2 = 1のとき，a3 = log3 a2 = 3 ゆえに a2 = 27

したがって，a2の取り得る値の範囲は

0 5 a2 < 1, a2 = 27 (A)

a1 < 1とすると，a2 = 30 = 1となり，(A)に反するので，不適．

a1 = 1とすると，a2 = log3 a1より

0 5 log3 a1 < 1, log3 a1 = 27

したがって，a1の取り得る値の範囲は

1 5 a1 < 3, a1 = 327 (B)

(A)，(B)より m1 = 1, M1 = 327, m2 = 0, M2 = 27

よって m1 +m2 + log3M1M2 = 1 + 0 + log3 3
27·27 = 31 �

2.15 ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと

−→
OP =

1

2
~a,

−→
OQ =

1

2
~a+

1

2
~b,

−→
OX = x~c

−→
BY = y

−→
BCより

−→
OY −

−→
OB = y(

−→
OC−

−→
OB)

−→
OY = (1− y)~b+ y~c
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したがって

−→
QY =

−→
OY −

−→
OQ = (1− y)~b+ y~c−

(
1

2
~a+

1

2
~b

)
= −1

2
~a+

(
1

2
− y

)
~b+ y~c,

−→
PX =

−→
OX−

−→
OP = x~c− 1

2
~a,

−→
QY ×

−→
PX =

{
−1

2
~a+

(
1

2
− y

)
~b+ y~c

}
×
(
x~c− 1

2
~a

)
=

(
1

4
− 1

2
y

)
~a×~b+ x

(
1

2
− y

)
~b×~c+

1

2
(x− y)~c× ~a,

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP =

(
1

2
~a+

1

2
~b

)
− 1

2
~a =

1

2
~b

直線QYと直線PXがねじれの位置にあるための x，yに関する必要十分条件は

(
−→
QY ×

−→
PX)·

−→
PQ 6= 0 ゆえに

1

2
(x− y)(~c× ~a)·~b 6= 0

~a, ~b, ~cは 1次独立であるから，(~c× ~a)·~b 6= 0に注意して

1

2
(x− y) 6= 0 よって x 6= y

�

2.16 2直線 `, mの方向ベクトルをそれぞれ ~a, ~bとする．`とmは平行ではないか
ら，~a, ~bの両方に垂直なベクトルを ~nとし，2直線 `, m上の定点をそれぞれ
A(α1

~a+ α2
~b+ α3

~n)，B(β1
~a+ β2

~b+ β3
~n)とする．

`を含み，~nに平行な平面 Sのベクトル方程式は，媒介変数 s1, s2を用いて

−→
OA+ s1~a+ s2~n = α1

~a+ α2
~b+ α3

~n+ s1~a+ s2~n

= (s1 + α1)~a+ α2
~b+ (s2 + α3)~n

mを含み，~nに平行な平面 T のベクトル方程式は，媒介変数 t1, t2を用いて

−→
OB+ t1~b+ t2~n = β1

~a+ β2
~b+ β3

~n+ t1~b+ t2~n

= β1
~a+ (t1 + β2)~b+ (t2 + β3)~n

Sと T の共通部分は

(s1 + α1)~a+ α2
~b+ (s2 + α3)~n = β1

~a+ (t1 + β2)~b+ (t2 + β3)~n (∗)
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これを整理すると

(s1 + α1 − β1)~a+ (−t1 + α2 − β2)~b+ (s2 − t2 + α3 − β3)~n = ~0

~a, ~b, ~nは，1次独立であるから

s1 + α1 − β1 = 0, −t1 + α2 − β2 = 0, s2 − t2 + α3 − β3 = 0

上の 3式から

s1 = β1 − α1, t1 = α2 − β2, s2 − t2 = β3 − α3 (∗∗)

このとき，2直線 `, m上の 2定点 P，Qをそれぞれ
−→
OP =

−→
OA+ s1~a,

−→
OQ =

−→
OB+ t1~b

とおくと，2平面 S, T の共通部分は，(∗)，(∗∗)より
−→
OP + s2~n =

−→
OQ+ t2~n ゆえに

−→
PQ = (s2 − t2)~n = (β3 − α3)~n

よって，`とmの両方に直交する直線 PQがただ 1つ存在する． �

2.17 (1) 標本平均m1は

m1 =
1

9
(9.0 + 9.0 + 8.0 + 8.0 + 9.0 + 9.0 + 10.0 + 9.0 + 10.0) = 9.0

分散 S1
2は

S1
2 =

1

9
{02 + 02 + (−1)2 + (−1)2 + 02 + 02 + 12 + 02 + 12} =

4

9

別解 m1 = 9.0 +
1

9
{0 + 0 + (−1.0) + (−1.0) + 0 + 0 + 1.0 + 0 + 1.0} = 9.0

(2) 母分散 σ2 = 1，標本の大きさ 9，標本平均 9より，母平均mに対する 95%

の信頼区間は，

9.0− 1.96· 1√
9
5 m 5 9.0 + 1.96· 1√

9

8.346 5 m 5 9.653より 8.35 5 m 5 9.65

(3) m2 =
9.0 + 9.0 + 8.0 + 8.0 + 9.0 + 9.0 + 10.0 + 9.0 + 10.0 + x

10
=

x+ 81

10
分散 S2

2は

S2
2 =

9.02 + 9.02 + 8.02 + 8.02 + 9.02 + 9.02 + 10.02 + 9.02 + 10.02 + x2

10

−
(
x+ 81

10

)2

=
9x2 − 162x+ 769

100
=

9(x− 9)2 + 40

100

8 5 x 5 10より
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8.9 5 m2 5 9.1,
2

5
5 S2

2 5
49

100
(0.4 5 S2

2 5 0.49も可)

(4) 母集団は 母平均m = 8，母分散 σ2 = 1

大きさ 4の標本平均Xは，正規分布N

(
8,

12

4

)
に従う．

P (X = 9) = P

X − 8√
1
4

= 9− 8√
1
4

 = P (Z = 2)

= 0.5− u(2) = 0.5− 0.4772 = 0.0228

よって，求める確率は 0.02 �

2.18 (1) m = 2より，−1, 0, 1, 1の 4枚のカードから 2枚取り出すとき，X = 0

となるのは，0, 1, 1の 3枚のうち 2枚を取り出す確率であるから

P (X = 0) =
3C2

4C2

=
3

6
=

1

2

(2) m = 9より，−1, 0,

9 枚︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1の 11枚のカードから 2枚取り出すとき，

Y = 0となるのは，−1, 0の 2枚のうち 2枚を取り出す確率で

P (Y = 0) =
2C2

11C2

=
1

55

求める確率は，この余事象の確率であるから

P (Y = 1) = 1− P (Y = 0) = 1− 1

55
=

54

55

(3) −1, 0,

m 枚︷ ︸︸ ︷
1, · · · , 1のm + 2枚のカードから 2枚取り出すとき，XY が正

となるのは，m = 2であることが必要であるから

P (X = Y = 1) =
mC2

m+2C2

=
m(m− 1)

(m+ 2)(m+ 1)

P (X = 0, Y = 1) =
1·mC1

m+2C2

=
2m

(m+ 2)(m+ 1)

P (X = −1, Y = 1) =
1·mC1

m+2C2

=
2m

(m+ 2)(m+ 1)

P (X = −1, Y = 0) =
1·1

m+2C2

=
2

(m+ 2)(m+ 1)

上の結果から，XY の確率分布表は次のようになる．
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XY −1 0 1 計
確率 2m

(m+2)(m+1)
2m+2

(m+2)(m+1)
m(m−1)

(m+2)(m+1)
1

したがって

E(XY ) = −1· 2m

(m+ 2)(m+ 1)
+ 1· m(m− 1)

(m+ 2)(m+ 1)

=
m(m− 3)

(m+ 2)(m+ 1)

よって，E(XY ) > 0となる最小の整数mは m = 4 �

3.1 f(x)の x4の係数が 1であることと f(x)を (x+ 1)2で割った余りが 1であるか
ら，f(x)を次のようにおける (p, qは定数)．

f(x) = (x+ 1)2{(x− 1)2 + p(x− 1) + q}+ 1 (∗)

上式を変形すると

f(x) = {(x− 1)2 + 4(x− 1) + 4}{(x− 1)2 + p(x− 1) + q}+ 1

= (x− 1)4 + (p+ 4)(x− 1)3 + (4p+ q + 4)(x− 1)2

+ 4(p+ q)(x− 1) + 4q + 1

= (x− 1)2{(x− 1)2 + (p+ 4)(x− 1) + (4p+ q + 4)}
+ 4(p+ q)x− 4p+ 1

また，f(x)を (x− 1)2で割った余りが 2であるから

4(p+ q) = 0, − 4p+ 1 = 2 これを解いて p = −1

4
, q =

1

4

これらを (∗)に代入すると

f(x) = (x+ 1)2
{
(x− 1)2 − 1

4
(x− 1) +

1

4

}
+ 1

= (x2 + 2x+ 1)

(
x2 − 9

4
x+

3

2

)
+ 1

= x4 −
1

4
x3 − 2x2 +

3

4
x +

5

2

別解 f ′(x)は x+ 1，x− 1を因数にもつ 3次式で，最高次の係数が 4であるから

f ′(x) = (x+ 1)(x− 1)(4x+ 3A) = 4x3 + 3Ax2 − 4x− 3A

とおき，これを積分すると (A, Bは定数)

f(x) = x4 + Ax3 − 2x2 − 3Ax+B
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f(−1) = 1, f(1) = 2であるから

2A+B − 1 = 1, −2A+B − 1 = 2 ゆえに A = −1

4
, B =

5

2

よって f(x) = x4 −
1

4
x3 − 2x2 +

3

4
x +

5

2
�

3.2 (1) `1，`2がともにCに接するとき

C ′ : y = ax2 + (b+ 1)x+ c

`′1 : y = −2x+ 3

`′2 : y = 2x+ 3

とすると，`′1，`′2はともに C ′に接する．`′1，`′2は y軸対称より，C ′も y

軸対称であるから

b+ 1 = 0 ゆえに b = −1

C ′と `′1から yを消去して，整理すると

ax2 + 2x+ c− 3 = 0 (∗)

上の 2次方程式は重解をもつから，係数について

D/4 = 12 − a(c− 3) = 0 ゆえに c =
1

a
+ 3

(2) (1)の結果からCの方程式は y = ax2 − x+
1

a
+ 3

Cは x軸と 2点で交わるから，係数について

D = (−1)2 − 4a

(
1

a
+ 3

)
> 0 ゆえに 1 + 4a < 0

上の第 2式の両辺に
1

a2
を掛けると

1

a

(
1

a
+ 4

)
< 0 よって −4 <

1

a
< 0
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(3) C ′と `′1の接点を P′，C ′と `′2の接点をQ′ とする．

P′の x座標は，(∗)から x = − 2

2a
= −1

a

Q′は P′と y軸対称であるから，その x座標は x =
1

a

Pと P′，QとQ′の x座標は一致するから

C : y = ax2 − x+
1

a
+ 3 = a

(
x− 1

2a

)2

+
3

4a
+ 3

これより，3点 P，Q，Rの座標を得る．

P

(
−1

a
,
3

a
+ 3

)
, Q

(
1

a
,
1

a
+ 3

)
, R

(
1

2a
,

3

4a
+ 3

)

したがって，4PQRの重心Gの座標は
(

1

6a
,

19

12a
+ 3

)
(2)の結果から −2

3
<

1

6a
< 0

19

12a
+ 3 =

19

2
· 1
6a

+ 3

よって，点Gの軌跡は 直線 y =
19

2
x + 3

(
−
2

3
< x < 0

)
�

3.3 (1) 円 x2 + y2 = 1上の点 Pの座標を (cos θ, sin θ)とする．

A(4, 1)，B(8, 4)より，4ABPの重心G(x, y)は

x =
4 + 8 + cos θ

3
, y =

1 + 4 + sin θ

3

x− 4 =
cos θ

3
, y − 5

3
=

sin θ

3
より，点Gの軌跡の方程式は

(x− 4)2 +

(
y − 5

3

)2

=
1

9

よって Gの軌跡は中心
(
4,

5

3

)
，半径

1

3
の円

(2) 2点A(4, 1)，B(8, 4)を通る直線の方程式は

y − 1 =
4− 1

8− 4
(x− 4) すなわち 3x− 4y − 8 = 0
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点
(
4,

5

3

)
から直線ABまでの距離を dとすると

d =

∣∣∣∣3·4− 4·5
3
− 8

∣∣∣∣√
32 + (−4)2

=
8

15

AB =
√
(8− 4)2 + (4− 1)2 = 5より，4ABGの面積の最小値は

1

2
AB

(
d− 1

3

)
=

1

2
·5
(

8

15
− 1

3

)
=

1

2
·5·1

5
=

1

2

�

3.4 (1) f(x) = 4x3 − 3xより f ′(x) = 12x2 − 3 = 12

(
x+

1

2

)(
x− 1

2

)
f(x)の増減は，次のようになる．

x · · · −1
2

· · · 1
2

· · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 1 ↘ −1 ↗

よって 極大値 f

(
−1

2

)
= 1，極小値 f

(
1

2

)
= −1

f(x) = aの解は，曲線 y = f(x)と直線 y = aの共有点の x座標であるか
ら，上の増減表から，f(x) = aが異なる 3つの実数解をもつための条件は

−1 < a < 1

(2) 加法定理により

cos 3θ = cos(2θ + θ) = cos 2θ cos θ − sin 2θ sin θ

cos θ = cos(2θ − θ) = cos 2θ cos θ + sin 2θ sin θ

上の 2式の辺々を加えると，cos 2θ = 2 cos2 θ − 1より

cos 3θ + cos θ = 2 cos 2θ cos θ = 2(2 cos2 θ − 1) cos θ

cos 3θについて解くと

cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ よって cos 3θ = f(cos θ)

(3) f(−1) = −1，f(1) = 1から，(1)の増減表より，f(x) = −
√
2

2
の解は，

−1 < x < 1に存在する．x = cos θとおくと (0 < θ < π)，(2)の結果から

cos 3θ = − 1√
2

129



0 < 3θ < 3πであるから

3θ =
3

4
π,

5

4
π,

11

4
π すなわち θ =

π

4
,

5

12
π,

11

12
π

求める解は x = cos
π

4
, cos

5

12
π, cos

11

12
π

よって x =
1
√
2
,

√
6 −

√
2

4
, −

√
6 +

√
2

4
�

3.5 (1) BD = CDより，4ABD = 4ACDであるから

1

2
AB·ADsin 2θ =

1

2
AC·ADsin θ

したがって AB sin 2θ = ACsin θ

AB = 1より

AC =
AB sin 2θ

sin θ
= 2 cos θ

　

A B

C

θ
2θ

D

1
(2) 4ABCに余弦定理を適用すると

BC2 = AB2 +AC2 − 2AB·ACcos 3θ

= 12 + (2 cos θ)2 − 2·1·2 cos θ·(4 cos3 θ − 3 cos θ)

= −16 cos4 θ + 16 cos2 θ + 1

よって BC =
√
−16 cos4 θ + 16 cos2 θ + 1

(3) (2)の結果から

BC2 = −16

(
cos2 θ − 1

2

)2

+ 5

0 < θ <
π

3
に注意して

cos θ =
1√
2
すなわち θ =

π

4
のとき，最大値

√
5

�

3.6 (1) t = cos θより

cos 4θ = 2 cos2 2θ − 1 = 2(2 cos2 θ − 1)2 − 1

= 2(4 cos4 θ − 4 cos2 θ + 1)− 1

= 8 cos4 θ − 8 cos2 θ + 1 = 8t4 − 8t2 + 1
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(2) cos 4θ = cos θに (1)の結果を代入すると

8t4 − 8t2 + 1 = t ゆえに (t− 1)(2t+ 1)(4t2 + 2t− 1) = 0 (∗)

よって t = 1,−
1

2
,
−1 ±

√
5

4

(3)
2

5
π = θとおくと，5θ = 2πより，cos 4θ = cos(2π − θ) = cos θ

0 < cos θ < 1より，(2)の結果から，cos θ = tとおくと

t =

√
5− 1

4
, 4t2 + 2t− 1 = 0

sin2 θ + sin2 2θ = sin2 θ(1 + 4 cos2 θ) = (1− t2)(1 + 4t2)

=

(
1− 1− 2t

4

)
(2− 2t)

=
1

2
(3 + 2t)(1− t) =

1

2
(3− t− 2t2)

=
1

2

(
3− t− 1− 2t

2

)
=

5

4

�

3.7 (1) u = 3, v = 2, a = log10 3, b = log10 2より

log10(u
5v6) = 5 log10 u+ 6 log10 v

= 5 log10 3 + 6 log10 2 = 5a + 6b

(2) uv 5 105, u2v3 5 1012より log10 uv 5 5, log10 u
2v3 5 12

log10 u+ log10 v 5 5, 2 log10 u+ 3 log10 v 5 12

x = log10 u, y = log10 yより (u = 1, v = 1)

x = 0, y = 0, x+ y 5 5, 2x+ 3y 5 12

よって，点Q(x, y)の表す領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．

O

y

x

(3, 2)

5

6

4

5
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(3) k = log10 u
5v6 = 5 log10 u+ 6 log10 v = 5x+ 6yとおくと

y = −5

6
x+

k

6

下の図から，x = 3, y = 2のとき，kは最大値 27をとる．

よって u = 103, v = 102のとき，最大値 1027をとる．

O

y

x

(3, 2)

5

6

4

5 k
6

�

3.8 (1) f(x) = x(x+ 1)(x− 1) = x3 − xより f ′(x) = 3x2 − 1

曲線C : y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線 Lの方程式は

y = (3t2 − 1)(x− t) + t3 − t すなわち y = (3t2 − 1)x − 2t3

(2) Cと Lの方程式から，yを消去すると

x3 − x = (3t2 − 1)x− 2t3 ゆえに (x− t)2(x+ 2t) = 0

LとCの共有点で (t, f(t))と異なる点の x座標 aは (t 6= 0) a = −2t

f ′(t)f ′(a) = f ′(t)f ′(−2t) = (3t2 − 1)(12t2 − 1)

= 36t4 − 15t2 + 1 = 36

(
t2 − 5

24

)2

− 9

16

よって，f ′(t)f ′(a)は t2 =
5

24
のとき，最小値−

9

16
をとる．

(3) C上の 2点 (s, f(s)), (t, f(t))におけるそれぞれの接線が直交するとき，
f ′(s)f ′′(t) = −1より

(3s2 − 1)(3t2 − 1) = −1

したがって 3s2 =
3t2 − 2

3t2 − 1
=

(3t2 − 2)(3t2 − 1)

(3t2 − 1)2
= 0
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3t2 − 1 6= 0, 3t2 − 2 < 3t2 − 1に注意して

3t2 − 1 < 0 または 3t2 − 2 = 0

よって t 5 −
√
6

3
, −

√
3

3
< t <

√
3

3
,

√
6

3
5 t

補足 3次関数 f(x) = ax3 + bx2 + cx + dについて，C : y = f(x)の変曲点の x

座標を pとすると，f ′′(p) = 0より，b = −3ap

f ′′(t) = 6at+ 2b = 6a(t− p)

f(x)を x = tを極として展開すると 5

f(x) = f(t) + f ′(t)(x− t) +
1

2
f ′′(t)(x− t)2 + a(x− t)3

したがって

f(x)− {f(t) + f ′(t)(x− t)} = 3a(t− p)(x− t)2 + a(x− t)2

= a(x− t)2(x− 3p+ 2t)

よって，C上の点 (t, f(t))における接線とCの共有点の x座標は

x = t, 3p− 2t �

3.9 (1) f(x) = x2 − ax+ a2 − 2より f(x) =
(
x− a

2

)2
+

3

4
a2 − 2

y = f(x)のグラフと x軸が x > 0の範囲に共有点を 2個もつとき

a

2
> 0,

3

4
a2 − 2 < 0, f(0) = a2 − 2 > 0

よって，求める aの値の範囲は
√
2 < a <

2
√
6

3
(2) −f(x) = kx，すなわち，f(x) + kx = 0が重解をもつ kの値を求めれば
よい．

x2 + (k − a)x+ a2 − 2 = 0 これから，重解は a− k

y = |f(x)|と直線 y = kxの接点の x座標について a − k > 0に注意する
と，上の方程式の係数について

(k − a)2 − 4·1(a2 − 2) = 0 ゆえに a− k = 2
√
a2 − 2

よって k = a − 2
√
a2 − 2

5http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai 2020.pdf (p.15を参照)
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O

y

xa− k

�

3.10 C : y = x2とC ′ : y = −x2+ax+ bの共有点の x座標をα, βとすると (α < β)．

x2 = −x2 + ax+ b ゆえに 2x2 − ax− b = 0 (∗)

解と係数の関係から，上の第 2式より

α+ β =
a

2
, αβ = − b

2

C, C ′の方程式をそれぞれ微分すると y′ = 2x, y′ = −2x+ a

それぞれの交点における接線が直交しているから，α, βは 2次方程式

2x(−2x+ a) = −1 すなわち 2x2 − ax− 1

2
= 0 (∗∗)

の解であり，(∗)と (∗∗)は一致するから，定数項を比較して b =
1

2
, αβ = −1

4

(β − α)2 = (α + β)2 − 4αβ =
(a
2

)2
− 4

(
−1

4

)
=

a2

4
+ 1

CとC ′で囲まれた部分の面積を Sとすると

S =

∫ β

α

{(−x2 + ax+ b)− x2} dx = −2

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

= −2

(
−1

6

)
(β − α)3 =

1

3
(β − α)3 =

1

3

(
a2

4
+ 1

) 3
2

= 1

3

よって，求める面積の最小値は
1

3
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xα β

C

C ′

�

3.11 (1) y =
1

3
x3 − 3x+ 5を微分すると y′ = x2 − 3 = (x+

√
3)(x−

√
3)

x · · · −
√
3 · · ·

√
3 · · ·

y′ + 0 − 0 +

y ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

x = −
√
3のとき極大値 5 + 2

√
3，x =

√
3のとき極小値 5 − 2

√
3

O

y

x√
3

5−2
√
3

5

5+2
√
3

−
√
3 3

(2) (i) (1)で示したグラフから
0 5 a < 3のとき g(a) = 5,

a = 3のとき g(a) =
1

3
a3 − 3a + 5

(ii) (1)で示したグラフから

0 5 a <
√
3のとき h(a) =

1

3
a3 − 3a + 5,

a =
√
3のとき h(a) = 5 − 2

√
3
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(iii) (ii)の結果から

g(x)− h(x) =


−1

3
x3 + 3x (0 5 x <

√
3)

2
√
3 (

√
3 5 x < 3)

1

3
x3 − 3x+ 2

√
3 (3 5 x)

よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ 4

0

{g(x)− h(x)} dx

=

∫ √
3

0

(
−1

3
x3 + 3x

)
dx+

∫ 3

√
3

2
√
3 dx

+

∫ 4

3

(
1

3
x3 − 3x+ 2

√
3

)
dx

=

[
− 1

12
x4 +

3

2
x2

]√3

0

+ 2
√
3

[
x

]3
√
3

+

[
1

12
x4 − 3

2
x2 + 2

√
3x

]4
3

=
11

6
+ 8

√
3

�

3.12 (1) f(x) =
1

2
x2 − 2tx+ 1，g(x) = −1

2
x2 − (t− 2)x− 2t+ 1

f(x)− g(x) = 0とし，整理すると

x2 − (t+ 2)x+ 2t = 0 ゆえに (x− t)(x− 2) = 0

これを解いて x = t, 2

(2) (1)の計算より，g(x)− f(x) = −(x− t)(x− 2)であるから

S(t) = −
∫ 2t

t

(x− t)(x− 2) dx

= −
∫ 2t

t

(x− t){(x− 2t) + 2(t− 1)} dx

= −
∫ 2t

t

(x− t)(x− 2t) dt− (t− 1)

[
(x− t)2

]2t
t

=
1

6
t3 − (t− 1)·t2 = −

5

6
t3 + t2
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(3) (2)の結果から S ′(t) = −5

2
t2 + 2t = −5

2
t

(
t− 4

5

)
0 < t < 1における S(t)の増減は

t (0) · · · 4
5

· · · (1)

S ′(t) + 0 −
S(t) ↗ 16

75
↘

したがって 極大値 S

(
4

5

)
=

16

75
�

3.13 (1) A = β − α∫ β

α

(x− α)(x− β) dx =

∫ β

α

(x− α){(x− α)− (β − α)} dx

=

∫ β

α

{(x− α)2 − (β − α)(x− α)} dx

=

[
1

3
(x− α)3 − 1

2
(β − α)(x− α)2

]β
α

=
1

3
(β − α)3 − 1

2
(β − α)3

= −1

6
(β − α)3 = −

1

6
A3

(2) C1, C2の方程式から

1

n
x2 − (x− 1)2 = − 1

n
{n(x− 1)2 − x2}

= − 1

n
{(n− 1)x2 − 2nx+ n}

2次方程式 (n− 1)x2 − 2nx+ n = 0の解を α, βとすると (α < β)

α =
n−

√
n

n− 1
, β =

n+
√
n

n− 1
ゆえに β − α =

2
√
n

n− 1

(n− 1)x2 − 2nx+ n = (n− 1)(x− α)(x− β)であるから

1

n
x2 − (x− 1)2 = − 1

n
{n(x− 1)2 − x2}

= −n− 1

n
(x− α)(x− β)
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したがって

Sn =

∫ β

α

{
1

n
x2 − (x− 1)2

}
dx

= −n− 1

n

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
n− 1

6n
(β − α)3 =

n− 1

6n

(
2
√
n

n− 1

)3

=
4
√
n

3(n − 1)2

(3) (2)の結果を

∣∣∣∣n√nSn −
4

3

∣∣∣∣ < 1

3
に代入すると∣∣∣∣ 4n2

3(n− 1)2
− 4

3

∣∣∣∣ < 1

3

n

n− 1
> 1であるから

4n2

3(n− 1)2
− 4

3
<

1

3

n2

(n− 1)2
<

5

4
ゆえに

n

n− 1
<

√
5

2

n = 2であるから 2n <
√
5(n− 1)

(
√
5− 2)n >

√
5 ゆえに n > 5 + 2

√
5 = 5 +

√
20

上式を満たす最小の自然数 nは n = 5 + 5 = 10 �

3.14 (1) x = sin θ − cos θ =
√
2 sin

(
θ − π

4

)
(0 5 θ < 2π)

−π

4
5 θ − π

4
<

7

4
πであるから −

√
2 5 x 5

√
2

(2) x2 = (sin θ − cos θ)2 = 1− 2 sin θ cos θより sin θ cos θ =
1− x2

2

y = 4 sin3 θ − 4 cos3 θ + 3
√
2 sin θ cos θ

= 4(sin θ − cos θ)(1 + sin θ cos θ) + 3
√
2 sin θ cos θ

= 4x

(
1 +

1− x2

2

)
+ 3

√
2·1− x2

2

= −2x3 −
3
√
2

2
x2 + 6x +

3
√
2

2

(3) (2)の結果から

y′ = −6x2 − 3
√
2x+ 6 = −3(x+

√
2)(2x−

√
2)

したがって，yの増減表は次のようになる．
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x −
√
2 · · · 1√

2
· · ·

√
2

y′ + 0 −
y −7

√
2

2
↗ 13

√
2

4
↘

√
2
2

x =
1√
2
のとき

√
2 sin

(
θ − π

4

)
=

1√
2
すなわち θ =

5

12
π,

13

12
π

x = −
√
2のとき

√
2 sin

(
θ − π

4

)
= −

√
2 すなわち θ =

7

4
π

よって θ =
5

12
π,

13

12
πのとき，最大値

13

4

√
2

θ =
7

4
πのとき，最小値−

7

2

√
2 �

3.15 (1) O を中心とする点 P(α) を通る円周
上に 2点 A(|α|)，A′(−|α|) をとると，
∠APA′ =

π

2
であるから

arg
α− |α|
α + |α|

= ±π

2

よって，
α− |α|
α + |α|

は純虚数である．

　

O

Im

Re

A(|α|)A′(−|α|)

P(α)

(2) 点A(|α|)を通り，直線A′Pに垂直な直線 lと虚軸との交点B(β)とすると，
A′P⊥ABより，

β − |α|
α + |α|

= ±π

2

よって，
β − |α|
α+ |α|

が純虚数となる純虚数 βがただ一つ存在する．
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O

Im

Re

A(|α|)A′(−|α|)

P(α)

B(β)

Q(z)

l

(3)
z − |α|
α + |α|

が純虚数となるとき，zは l上の点で，|z|が最小となるのは，A(|α|)，

P(α)の中点であるから

z =
|α| + α

2

�

3.16 |w| = 1とすると，|y − (8 + 6i)| = 3より y = 8 + 6i+ 3w

上式を z =
x+ y

2
に代入すると z = 4 + 3i+

3

2
w +

x

2

|x| 5 2より，
∣∣∣x
2

∣∣∣ 5 1であるから

1

2
5
∣∣∣∣32w

∣∣∣∣− ∣∣∣x2 ∣∣∣ 5
∣∣∣∣32w +

x

2

∣∣∣∣ 5 ∣∣∣∣32w
∣∣∣∣+ ∣∣∣x2 ∣∣∣ 5 5

2

したがって，zの方程式および表す領域は，図の斜線部分で境界を含む．

z = 4 + 3i+ rw

(
1

2
5 r 5 5

2

)
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O

Im

Re4

3

13
2

3
2

1
2

11
2

1
2

また，領域の表す面積は

π

{(
5

2

)2

−
(
1

2

)2
}

= 6π

�

3.17 (1) |f(1)− 3| 5 1 かつ |f(i)− 1| 5 3

上の 2式に f(z) = z2 + αz + βをそれぞれ代入して整理すると

|α + β − 2| 5 1 かつ |αi+ β − 2| 5 3

w1 = α + β − 2，w2 = αi+ β − 2とおくと |w1| 5 1, |w2| 5 3

α, βをw1, w2で表すと

α =
1

2
(1 + i)(w1 − w2), β =

1

2
(1− i)w1 +

1

2
(1 + i)w2 + 2 (∗)

f(1 + i) = (1 + i)2 + α(1 + i) + β = (1 + i)α+ β + 2iに (∗)を代入すると

f(1 + i) =
1

2
(1 + i)2(w1 − w2) +

1

2
(1− i)w1 +

1

2
(1 + i)w2 + 2 + 2i

=
1

2
(1 + i)w1 +

1

2
(1− i)w2 + 2 + 2i (∗∗)∣∣∣∣12(1 + i)w1

∣∣∣∣ = √
2

2
|w1| 5

√
2

2
，

∣∣∣∣12(1− i)w2

∣∣∣∣ = √
2

2
|w2| 5

3
√
2

2

したがって，f(1 + i)は中心 2 + 2i，半径

√
2

2
+

3
√
2

2
= 2

√
2の円の内部

で境界線を含む．
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O

Im

Re2

2

(2) (∗∗)より

1

2
(1 + i)w1 =

√
2

2

(
− 1√

2
− 1√

2
i

)
,

1

2
(1− i)w2 =

3
√
2

2

(
− 1√

2
− 1√

2
i

)
ゆえに w1 = −1, w2 = −3i

これを (∗)に代入して α = −2 + i, β = 3 − i �

3.18 (1) 点 αは円C : |z − 1| =
√
2の点であるから

|α− 1|2 = 2 ゆえに αα− (α + α) = 1

このとき，αは虚軸上の点であるから，α + α = 0より

αα = 1 ゆえに
1

α
= α

したがって α+
1

α
= α+ α = 0

別解 円 (x− 1)2 + y2 = 2と y軸との交点は (0, ± 1)であるから，α = ±iより

α +
1

α
= 0

(2) µ = −1

z
とおくと，µz = −1であるから，|z − 1| =

√
2より

|µ||z − 1| =
√
2|µ| ゆえに |µz − µ| =

√
2|µ|

したがって | − 1− µ| =
√
2|µ| ゆえに

√
2|µ| = |µ+ 1|

2µµ = µµ+ µ+ µ+ 1 ゆえに µµ− µ− µ+ 1 = 2

すなわち |µ− 1| =
√
2 よって 点−1

z
はC上の点である．
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(3) w = z +
1

z
より w − 2 =

(z − 1)2

z

zはC上の点であるから |w − 2| = |z − 1|2

|z|
=

2

|z|
(4) C上の点 zに対し，|z − 1|2 = 2より |z|2 = z + z + 1 · · · (∗)

w = z +
1

z
より w + 2 =

(z + 1)2

z

(∗)より |w + 2| = |z + 1|2

|z|
=

|z|2 + z + z + 1

|z|
=

2|z|2

|z|
= 2|z|

上式および (3)の結果から

|w − 2||w + 2| = 2

|z|
·2|z| = 4

�

3.19 (1) f(z) = z6 + z4 + z2 + 1 = (z2 + 1)(z4 + 1)

f(z) = 0をみたすとき z2 = −1, z4 = −1 · · · (∗)

|z2| = |z|2 = 1, |z4| = |z|4 = 1 よって |z| = 1

補足 z8−1 = (z2−1)(z2+1)(z4+1)，f(z) = z6+z4+z2+1 = (z2+1)(z4+1)

より，z8−1 = (z2−1)f(z)であるから，zは実数以外の 1の 8乗根である．

(2) (∗)より z2 = −1, ± i

f(z) = (z2 + 1)(z2 + i)(z2 − i)より

f(wz) = (w2z2 + 1)(w2z2 + i)(w2z2 − i)

(i) z2 = −1のとき

f(wz) = (−w2 + 1)(−w2 + i)(−w2 − i) = 0

したがって w2 = 1, ± i · · · 1©
(ii) z2 = iのとき

f(wz) = (iw2 + 1)(iw2 + i)(iw2 − i)

= −i(w2 − i)(w2 + 1)(w2 − 1) = 0

したがって w2 = ±1, i · · · 2©
(iii) z2 = −iのとき

f(wz) = (−iw2 + 1)(−iw2 + i)(−iw2 − i)

= i(w2 + i)(w2 − 1)(w2 + 1) = 0

したがって w2 = ±1,−i · · · 3©
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1©～ 3©を同時にみたすとき w2 = 1 よって w = ±1 �

3.20 (1) z = cos
2π

9
+ i sin

2π

9
より z9 = cos 2π + i sin 2π = 1

z3 = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
, z3 = cos

2π

3
− i sin

2π

3

よって z3 + z3 = 2 cos
2π

3
= 2×

(
−1

2

)
= −1

(2) z3 = cos
2kπ

3
+ i sin

2kπ

3
，z3 = cos

2kπ

3
− i sin

2kπ

3
より

z3 + z3 = 2 cos
2kπ

3
=

{
−1 (k = 1, 2, 4)

2 (k = 3)

z3 + z3 = (z + z)3 − 3zz(z + z)，z + z = 2 cos
2kπ

9
より(

2 cos
2kπ

9

)3

− 3

(
2 cos

2kπ

9

)
= 2 cos

2kπ

3

よって

8 cos3
2kπ

9
− 6 cos

2kπ

9
+ 1 = 1 + 2 cos

2kπ

3
=

{
0 (k = 1, 2, 4)

3 (k = 3)

(3) (2)の結果から，cos
2π

9
，cos

4π

9
，cos

8π

9
は，3次方程式

8x3 − 6x+ 1 = 0 (∗)

の解であるから，解と係数の関係により

cos
2π

9
+ cos

4π

9
+ cos

8π

9
= 0, cos

2π

9
· cos 4π

9
· cos 8π

9
= −

1

8

(4) cos
2kπ

9
が有理数であると仮定し (k = 1, 2, 4)，

cos
2kπ

9
=

p

q
(p, qは互いに素である整数, q > 0)

とおくと，これが方程式 (∗)の解であるから

8

(
p

q

)3

− 6

(
p

q

)
+ 1 = 0 ゆえに

8p3

q2
= 6p− q

上の第 2式の右辺は整数であるから，q2は 8の約数，すなわち，q = 1, 2
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(i) q = 1のとき 8p3 = 6p− 1 ゆえに 2p(4p2 − 3) = −1

これを満たす整数 pは存在しない．

(ii) q = 2のとき 2p3 = 6p− 2 ゆえに p(p2 − 3) = −1

p = ±1となるが，ともにこれを満たさない．

よって，k = 1, 2, 4のとき，cos
2kπ

9
は無理数である．

(5) 8x3 − 6x+1を ax2 + bx+ cで割ったときの商をQ(x)，余りを rx+ sとす
ると，a，b，cが有理数であるとき，Q(x)は有理数を係数とする 1次式，
r，sは有理数である．

8x3 − 6x+ 1 = (ax2 + bx+ c)Q(x) + rx+ s (∗∗)

(4)の結論から，8x3 − 6x+ 1 = 0の解を αとする (αは無理数)．

αが ax2 + bx+ c = 0の解であると仮定すると，(∗∗)により

8α3 − 6α + 1 = (aα2 + bα+ c)Q(α) + rα + s

このとき
rα + s = 0 (A)

を得る．

(i) r 6= 0とき
α = −s

r

このとき，αが無理数であることに矛盾する．

(ii) r = 0のとき，(A)より，s = 0となる．このとき，(∗∗)より

8x3 − 6x+ 1 = (ax2 + bx+ c)Q(x)

となる．Q(x) = lx+mとおくと (l, mは有理数)，3次方程式

8x3 − 6x+ 1 = 0

が有理数の解−m

l
をもち，矛盾．

よって，cos
2π

9
は，有理数を係数とする 2次方程式

ax2 + bx+ c = 0

の解とはならない． �
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3.21 (1) |α| = 2，|z − 1| =
√
2 · · · 1©，|z − α| =

√
5 · · · 2©

2円 1©， 2©の中心間の距離 |α− 1|は

|α| − 1 5 |α− 1| 5 |α|+ 1 ゆえに 1 5 |α− 1| 5 3 · · · 3©

|z − α| − |z − 1| < |α − 1| < |z − α| + |z − 1|，すなわち，次式を示せば
よい． √

5−
√
2 < |α− 1| <

√
5 +

√
2

√
5 −

√
2 < 1, 3 <

√
5 +

√
2であるから， 3©より上式が成立する．2円

1©， 2©の共有点の個数は 2個であるから， 1©および 2©を満たす点 zの個
数は 2個である．

補足 1 5 |α− 1| 5 3は下の図からも分かる．

O

Im

Re1 2

α

(2) 1©， 2©より (|α| = 2) |z − 1|2 = 2, |z − α|2 = 5

zz − z − z − 1 = 0, zz − αz − αz − 1 = 0

上の第 1式から第 2式の辺々の差をとると

z(α− 1) + z(α− 1) = 0
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(3) 1©， 2©および |α| = 2から，z 6= 0, α − 1 6= 0に注意すると，(2)の結果
から，z(α− 1)は純虚数であるから，実数 s，tを用いて (s 6= 0, t 6= 0)

β(α− 1) = si, γ(α− 1) = ti ゆえに γ =
t

s
β

よって，2点B(β)，C(γ)と原点Oは一直線上にある．

円 1©上の 2点をD(1 +
√
2)，E(1−

√
2)とすると，方べきの定理により

OB·OC = OD·OE ゆえに |β||γ| = (
√
2 + 1)(

√
2− 1) = 1

|β| = bより b|γ| = 1 よって |γ| =
1

b

O

Im

Re1

B(β)

C(γ)

1

−1

|z − 1| =
√
2

1+
√
21−

√
2 DE

�

3.22 (1) (∗) z4 + pz2 + qz + 27 = 0

z1 = a+ bi, z2 = c+ diとする (a, b, c, dは実数)．

z1 + z2 = (a− bi) + (c− di)

= (a+ c)− (b+ d)i,

z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ b) + (c+ d)i

= (a+ b)− (c+ d)i

よって z1 + z2 = z1 + z2

z1 z2 = (a− bi)(c− di)

= (ac− bd)− (ad+ bc)i,

z1z2 = (a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i

= (ac− bd)− (ad+ bc)i

よって z1 z2 = z1z2
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(2) z = αは方程式 (∗)の解であるから

α4 + pα2 + qα + 27 = 0

両辺の共役複素数をとると α4 + pα2 + qα + 27 = 0

α4 + pα2 + qα + 27 = 0 ゆえに (α)4 + p(α)2 + qα + 27 = 0

よって，z = αは方程式 (∗)の解である．

(3) α + α2 = 0とすると α(1 + α) = 0 ゆえに α = 0,−1

これは，αがRe(α) > 0, Im(α) > 0であることに反するから

α + α2 6= 0 (A)

α, α2が実係数の方程式 (∗)の解であるから，α, α2は (∗)の解である．
α, α2, α, α2が方程式 (∗)の解であるから，解と係数の関係 (3次の係数)

により

α + α2 + α + α2 = 0 ゆえに α+ α2 + α + α2 = 0 (B)

(A)，(B)から，α + α2は純虚数である．

(4) 解と係数の関係により

ααα2α2 = 27 ゆえに |α|6 = 27 よって |α| =
√
3

x = Re(α), y = Im(α)とおくと α = x+ yi

α + α2 = (x+ yi) + (x+ yi)2

= x+ x2 − y2 + (2x+ 1)yi

|α|2 = 3および (3)の結果から

(∗)


x2 + y2 = 3

x+ x2 − y2 = 0

(2x+ 1)y 6= 0

x > 0, y > 0は (∗)の第 3式を満たす．

(∗)の第 1式と第 2式から y2を消去すると

2x2 + x− 3 = 0 ゆえに (2x+ 3)(x− 1) = 0

x > 0であるから x = 1 これを (∗)の第 1式に代入して y2 = 2

y > 0であるから y =
√
2 よって α = 1 +

√
2i
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(5) (4)の結果から α = 1−
√
2i

α2 = (1 +
√
2i )2 = −1 + 2

√
2i, α2 = −1− 2

√
2i

これから α + α = 2, α2 + α2 = −2

方程式 (∗)の解が α, α, α2, α2 であるから

(z − α)(z − α)(z − α2)(z − α2) = 0

{z2 − (α + α)z + |α|2}{z2 − (α2 + α2)z + |α|4} = 0

(z2 − 2z + 3)(z2 + 2z + 9) = 0

z4 + 8z3 − 12z + 27 = 0

よって p = 8, q = −12 �

3.23 (1) |z − 1| =
√
2より |z − 1|2 = 2

(z − 1)(z − 1) = 2 ゆえに |z|2 = 1 + z + z

したがって∣∣∣∣1z + 1

∣∣∣∣2 = |1 + z|2

|z|2
=

1 + z + z + |z|2

|z|2
=

|z|2 + |z|2

|z|2
= 2

(2) w = z +
1

z
より

|w − 2||w + 2| =
∣∣∣∣z + 1

z
− 2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣z + 1

z
+ 2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣z2 + 1− 2z

z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣z2 + 1 + 2z

z

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(z − 1)2

z

∣∣∣∣ ∣∣∣∣(z + 1)2

z

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(z − 1)2(z + 1)2

z2

∣∣∣∣
= |z − 1|2

∣∣∣∣z + 1

z

∣∣∣∣2
= |z − 1|2

∣∣∣∣1z + 1

∣∣∣∣2 = 2·2 = 4

�
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3.24 (1) a1 = α, an+1 =
1

2
an + 1より an+1 − 2 =

1

2
(an − 2)

{an − 2}は初項 a1 − 2 = α− 2，公比 2の等比数列であるから

an − 2 = (α− 2)

(
1

2

)n−1

よって an = 2 +
α − 2

2n−1

(2) an =

∫ 1

0

f(t) dtとおくと，f1(x) = 3xより

a1 =

∫ 1

0

3t dt =

[
3

2
t2
]1
0

=
3

2

fn+1(x) = (n+ 2)xn+1 +

(∫ 1

0

fn(t) dt

)
xより (n = 1, 2, 3, · · · )∫ 1

0

fn+1(t) dt =

∫ 1

0

(n+ 2)tn+1 dt+ an

∫ 1

0

t dt

an+1 =

[
tn+2

]1
0

+
1

2
an

[
t2
]1
0

=
1

2
an + 1

したがって，(1)の結果に α =
3

2
を代入すると

an = 2− 1

2n

n = 1のとき fn+1(x) = (n+ 2)xn+1 +

(
2− 1

2n

)
x

上式に n = 0を代入すると f1(x) = 3xとなるから，次式が成立する．

fn(x) = (n + 1)xn +

(
2 −

1

2n−1

)
x (n = 1, 2, 3, · · · )

�

3.25 (1) f(x) = x3 − 2nx2 + (2n− 3)x+ 1より

f

(
1

1− α

)
=

(
1

1− α

)3

− 2n

(
1

1− α

)2

+ (2n− 3)

(
1

1− α

)
+ 1

=
1− 2n(1− α) + (2n− 3)(1− α)2 + (1− α)3

(1− α)3

=
−α3 + 2nα2 − (2n− 3)α− 1

(1− α)2
= − f(α)

(1− α)2

αは f(x) = 0の解であるから，f(α) = 0より f

(
1

1− α

)
= 0
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(2) nは正の整数であるから

f(−1) = 3− 4n < 0, f(0) = 1 > 0, f(1) = −1 < 0

よって，f(x) = 0の解は，3つの区間−1 < x < 0, 0 < x < 1, 1 < xにそ
れぞれ 1個ずつ実数解が存在する．

(3) f(x) = 0の解を小さい順に αn, βn, γnとすると，(2)の結果から

−1 < αn < 0 < βn < 1 < γn

さらに，(1)の結論から

αn =
1

1− γn
, βn =

1

1− αn

, γn =
1

1− βn

上の第 3式から βn = 1− 1

γn
· · · (∗)

n = 2のとき f(n) = −n3 + 2n2 − 3n+ 1

= −n2(n− 2)− 3n+ 1 < 0

したがって n < γn · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)より lim
n→∞

βn = 1

補足 (∗∗)および αn =
1

1− γn
より， lim

n→∞
αn = 0 �

3.26 (1) fn(x) = 1− 1

2
enx + cos

x

3
を微分すると (x = 0)

f ′
n(x) = −n

2
enx − 1

3
sin

x

3

x = 0のとき，−n

2
enx 5 −n

2
, − 1

3
sin

x

3
5 1

3
であるから

f ′
n(x) 5 −n

2
+

1

3
= −1

2

(
n− 2

3

)
< 0

したがって，fn(x)は単調減少．

また，fn(0) =
3

2
> 0，fn

(
3

2
π

)
= 1− 1

2
e

3n
2
π < 0であるから，方程式

fn(x) = 0

は，ただ 1つの実数解 x ∈
(
0,

3

2
π

)
をもつ．
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(2) fn(an) = 0より 1− 1

2
enan + cos

an
3

= 0

enan = 2
(
1 + cos

an
3

)
ゆえに nan = log 2

(
1 + cos

an
3

)
(∗)

an ∈
(
0,

3

2
π

)
であるから，log 2 < log 2

(
1 + cos

an
3

)
< log 4に注意して

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

n
log 2

(
1 + cos

an
3

)
= 0

(3) (2)の結果を (∗)に代入して lim
n→∞

nan = log 4 �

3.27 (2)で設定された数列 zn, an, bn, cnについて，次の確率漸化式が成立する．

z0 = 1, a0 = b0 = c0 = 0

zn+1 =
1

2
zn +

1

6
(an + bn + cn)

an+1 =
1

2
an +

1

6
(zn + bn + cn) (∗)

bn+1 =
1

2
bn +

1

6
(an + zn + cn)

cn+1 =
1

2
cn +

1

6
(an + bn + zn)

zn + an + bn + cn = 1であるから，{zn}, {an}について

z0 = 1, zn+1 =
1

2
zn +

1

6
(1− zn) =

1

3
zn +

1

6

a0 = 0, an+1 =
1

2
an +

1

6
(1− an) =

1

3
an +

1

6

これから zn+1 −
1

4
=

1

3

(
zn −

1

4

)
， an+1 −

1

4
=

1

3

(
an −

1

4

)

したがって zn =
1

4
+

3

4

(
1

3

)n

, an =
1

4

{
1−

(
1

3

)n}
(∗∗)

(1) (i) z2 =
1

3
(ii) a2 =

2

9
(iii) a3 =

13

54
(iv)

z2·16
a3

=
1

3
·1
6

/
13

54
=

3

13

(2) (i) (P) an = bn = cnとすると，(∗)より

an+1−bn+1 =
1

3
(an−bn), bn+1−cn+1 =

1

3
(bn−cn), cn+1−an+1 =

1

3
(cn−bn)

a0 = b0 = c0より，n = 0のとき，(P)は成立する．
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n = kのとき，(P)が成立すると仮定すると，上の漸化式から

ak+1 − bk+1 = 0, bk+1 − ck+1 = 0, ck+1 − ak+1 = 0

よって，n = k + 1のときも，(P)が成立する．
したがって，すべての自然数 nについて，(P)は成立する．

(ii) (∗∗)より zn =
1

4
+

3

4

(
1

3

)n

(iii) (ii)の結果から lim
n→∞

zn =
1

4
�

3.28 (1) AQn = APn tan θ

= an tan θ,

BRn = (1− AQn) tan θ

= (1− an tan θ) tan θ

= tan θ − an tan2 θ,

CSn = (1− BRn) tan θ

= (1− tan θ + an tan
2 θ) tan θ

= tan θ − tan2 θ + an tan3 θ

(2) APn+1 = 1−OPn+1

= 1−OSn tan θ

= 1− (1− CSn) tan θ

上式および (1)の結果から

an+1 = 1− (1− tan θ + tan2 θ − an tan
3 θ) tan θ

= 1 − tan θ + tan2 θ − tan3 θ + an tan4 θ (A)

(3) (2)で得られた漸化式の特性方程式の解を αとすると

α = 1− tan θ + tan2 θ − tan3 θ + α tan4 θ (B)

したがって (1− tan4 θ)α = (1 + tan2 θ)(1− tan θ)

0 < θ <
π

4
より，0 < tan4 θ < 1であるから

α =
(1 + tan2 θ)(1− tan θ)

1− tan4 θ
=

1

1 + tanα

(A)，(B)より an+1 − α = tan4 θ(an − α)

数列 {an − α}は，初項 a1 − α，公比 tan4 θの等比数列であるから

an − α = (a1 − α)(tan4 θ)n−1
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よって an = (a1 − α)(tan4 θ)n−1 + α

=

(
a1 −

1

1 + tan θ

)
(tan4 θ)n−1 +

1

1 + tan θ

(4) (i) P1 = P2のとき，a1 = a2より

a1 = 1− tan θ + tan2 θ − tan3 θ + a1 tan
4 θ ゆえに a1 =

1

1 + tanα

(ii) P1 6= P2のとき，0 < θ <
π

4
より，0 < tan4 θ < 1

(3)の結果から lim
n→∞

an =
1

1 + tan θ
(i)，(ii)の結果から

OPn : PnA = (1− an) : an

= 1− 1

1 + tan θ
:

1

1 + tan θ

= tan θ : 1 = sin θ : cos θ

よって，Pnは線分OAを sin θ : cos θに内分する点に近づく． �
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3.29 (1) f(x) =
√
x+

2√
x
より

f ′(x) =
1

2
√
x
− 1

x
√
x
=

x− 2

2x
√
x

f ′′(x) = − 1

4x
√
x
+

3

2x2
√
x
=

−x+ 6

4x2
√
x

x (0) · · · 2 · · · 6 · · ·
f ′(x) − 0 + + +

f ′′(x) + + + 0 −
f(x) ↘ 2

√
2 ↗ 8√

6
↗

よって，極小値 f(2) = 2
√
2をとる．

(2) (1)の結果から，y = f(x)上の変曲点 (6, f(6))における接線の方程式は

y − 8√
6
=

1

3
√
6
(x− 2) すなわち y =

1

3
√
6
(x+ 18)

y = f(x)のグラフの凹凸から，tの値の範囲は t < −18

O

y

x6−18 2

別解 (3)の 2次方程式 (∗)が異なる 2つの実数解 α, βがともに正であるから

D = (t+ 6)2 − 4·1·(−2t) = t2 + 20t+ 36 = (t+ 18)(t+ 2) > 0,

α + β = −(t+ 6) > 0, αβ = −2t > 0

これを解いて t < −18
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(3) 曲線 y = f(x)上の点 (α, f(α))における接線の方程式は

y =
α− 2

2α
√
α
(x− α) +

√
α +

2

α
すなわち y =

(α− 2)x+ α2 + 6α

2α
√
α

この直線が点 P(t, 0)を通るから

(α− 2)t+ α2 + 6α = 0 ゆえに α2 + (t+ 6)α− 2t = 0

曲線 y = f(x)上の点 (β, f(β))における接線についても，同様の結果を
得る．2次方程式

x2 + (t+ 6)x− 2t = 0 (∗)

の解が α, β であるから，解と係数の関係により

α + β = −(t+ 6), ゆえに t = −(α + β + 6)

α, βがともに整数であるから，tは整数である．(∗)より

(x− 2)t = −x2 − 6x

上式から，x 6= 2であることに注意して

t =
−x2 − 6x

x− 2
= −x− 8− 16

x− 2

x, tは整数であるから (x > 0)

x 1 3 4 6 10 18

t 7 −27 −20 −18 −20 −27

t < −18, α < βであることに注意して

t = −27 のとき (α, β) = (3, 18)

t = −20 のとき (α, β) = (4, 10)

よって (α, β) = (3, 18), (4, 10)

補足 解と係数の関係から α + β = −(t+ 6), αβ = −2t

上の 2式から tを消去して整理すると

αβ − 2(α+ β)− 12 = 0 ゆえに (α− 2)(β − 2) = 16

0 < α < βを満たす整数 (α, β)は

(α− 2, β − 2) = (1, 16), (2, 8)

よって (α, β) = (3, 18), (4, 10) �
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3.30 (1) f(x) = x2 − 1

x
+ aより f ′(x) = 2x+

1

x2

y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y =

(
2t+

1

t2

)
(x− t) + t2 − 1

t
+ a

すなわち y =

(
2t +

1

t2

)
x − t2 −

2

t
+ a

(2) (1)で求めた直線が原点を通るから

−t2 − 2

t
+ a = 0 ゆえに a = t2 +

2

t
(∗)

(∗)の解が丁度 2個存在すればよい．g(t) = t2 +
2

t
とおくと

g′(t) = 2t− 2

t2
=

2(t3 − 1)

t2

g(t)の増減表は

t · · · (0) · · · 1 · · ·
g′(t) − − 0 +

g(t) ↘ ↘ 3 ↗

lim
t→+0

g(t) = ∞, lim
t→−0

g(t) = −∞, lim
t→±∞

g(t) = ∞

よって，条件を満たす aの値は a = 3

　

O

y

t1

3

y = g(t)

�
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3.31 (1) (部分積分法を利用)∫ 2
3
π

0

x2 sin x dx =

∫ 2
3
π

0

x2(− cosx)′ dx

=

[
x2(− cos x)− 2x(− sin x) + 2 cos x

] 2π
3

0

=

[
(2− x2) cos x+ 2x sin x

] 2π
3

0

=
2

9
π2 +

2
√
3

3
π − 3

補足 本来，部分積分法∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx

は漸化式である．f(x)の第 n次導関数を f (n)(x)と表すように (nは自然
数)，ここで，nを 0さらに負の整数まで拡張することにする．実際には
このような定義はないが，f (−n)(x)を f(x)の第 n次原始関数と定義する．
上の積分について，部分積分法を繰り返すと∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)− f (1)(x)g(−1)(x) + f (2)(x)g(−2)(x)

· · ·+ (−1)nf (n)(x)g(−n)(x) + (−1)n+1

∫
f (n+1)(x)g(−n)(x) dx

が成立する．同様に，次式も成立する．∫
f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)− f (−1)(x)g(1)(x) + f (−2)(x)g(2)(x)

· · ·+ (−1)nf (−n)(x)g(n)(x) + (−1)n+1

∫
f (−n)(x)g(n+1)(x) dx

(2) 3点P，Q，Rが正三角形をなすのは，Qを中心にRを±π

3
だけ回転した

点が P(z)であるから

z − (−1) = {(
√
3− 1− i)− (−1)}

{
cos
(
±π

3

)
+ i sin

(
±π

3

)}
z = −1 + (

√
3− i)·1

2
(1±

√
3 i)

= −1 +
√
3 + i,−1 − 2i

(3) 正の整数 n, p, qが，p > qかつ pC2 + qC1 = n，mC2 5 nより

mC2 5 pC2 + qC1 < pC2 + pC1 = p+1C2

よって，求める最大の整数mは m = p �
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3.32 (1) x = tan θとすると (0 5 θ 5 π
4
)

f(x) =

∫ 1

0

|t− x|
1 + t2

dt =

∫ x

0

x− t

1 + t2
dt+

∫ 1

x

t− x

1 + t2
dt

= x

∫ x

0

1

1 + t2
dt−

∫ x

0

t

1 + t2
dt+

∫ 1

x

t

1 + t2
dt− x

∫ 1

x

1

1 + t2
dt

(∗)

これを微分すると

f ′(x) =

∫ x

0

1

1 + t2
dt−

∫ 1

x

1

1 + t2
dt

t = tanϕとすると
dt

dϕ
=

1

cos2 ϕ

f ′(tan θ) =

∫ θ

0

1

1 + tan2 ϕ
· dϕ

cos2 ϕ
−
∫ π

4

θ

1

1 + tan2 ϕ
· dϕ

cos2 ϕ

=

∫ θ

0

dϕ−
∫ π

4

θ

dϕ = 2θ − π

4

f ′(tanα) = 0とすると

2α− π

4
= 0 よって α =

π

8

(2) (1)の結果から

tanα = tan
π

8
=

1√
2 + 1

=
√
2 − 1

α
π
4√

2 1

1
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(3) (∗)より，x = tan θとすると

f(x) = x

[
ϕ

]θ
0

− 1

2

[
log(1 + t2)

]x
0

+
1

2

[
log(1 + t2)

]1
x

− x

[
ϕ

]π
4

θ

= x
(
2θ − π

4

)
+ log

√
2

1 + x2
(∗∗)

(2)の結果から，f(x)の増減表は

x 0 · · ·
√
2− 1 · · · 1

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

(∗∗)より

f(0) =
1

2
log 2

f(
√
2− 1) = log

√
2

1 + (
√
2− 1)2

= log

√
2 + 1

2

f(1) =
π

4
− 1

2
log 2

log 2 < 0.7より

f(1)− f(0) =
π

4
− log 2 =

π − 4 log 2

4
>

π − 4× 0.7

4
> 0

よって 最大値 f(1) =
π

4
−

1

2
log 2，

最小値 f(
√
2 − 1) = log

√
2 + 1

2
�

3.33 (1) 相加平均・相乗平均の大小関係から

f(x) =
ex

2
+

ex

2
+ e−2x = 3 3

√
ex

2
·e

x

2
·e−2x = 3

3

√
1

4
=

3

2
3
√
2

上式で等号が成立するとき

ex

2
= e−2x すなわち ex =

3
√
2

(
x =

1

3
log 2

)

よって，最小値 f

(
1

3
log 2

)
=

3

2
3
√
2
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(2) f(x) = 2より ex + e−2x = 2 ゆえに e3x − 2e2x + 1 = 0

t = exとおくと (t > 0)

t3 − 2t2 + 1 = 0 ゆえに (t− 1)(t2 − t− 1) = 0

t > 0に注意して t = 1,
1 +

√
5

2
よって x = 0, log

1 +
√
5

2

(3) t = exより
dt

dx
= ex = t

x a1 −→ a2

t 1 −→ 1+
√
5

2

求める立体の体積を V とし，k =
1 +

√
5

2
とおくと (k2 − k − 1 = 0)

V

π
=

∫ a2

a1

(ex + e−2x) dx =

∫ k

1

(t+ t−2)2t−1dt

=

∫ k

1

(t+ 2t−2 + t−5) dt =

[
1

2
t2 − 2t−1 − 1

4
t−4

]k
1

=
1

2
k2 − 2

k
− 1

4k4
+

7

4

ここで，k2 = k + 1，
1

k
= k − 1より

1

k2
= k2 − 2k + 1 = (k + 1)− 2k + 1 = −k + 2

1

k4
= (−k + 2)2 = k2 − 4k + 4 = (k + 1)− 4k + 4 = −3k + 5

したがって
V

π
=

1

2
(k + 1)− 2(k − 1)− 1

4
(−3k + 5) +

7

4

= −3

4
k + 3 = −3

4
·1 +

√
5

2
+ 3 =

21− 3
√
5

8

よって V =
21 − 3

√
5

8
π �

3.34 (1) 直線AEのまわりに 1回転してできる回転体X1の体積 V1は

V1 = πAC2·AE = π·22·1 = 4π

A(1, 0, 0)，B (0, 1, 0)，H(0,−1, 1)より AB =
√
2，AH2 = 3

直線ABのまわりに 1回転してできる回転体X2の体積 V2は

V2 = πAH2·AB = π·3·
√
2 = 3

√
2π
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x
y

z

A

E

1

C

−1

GH

F

D

1
B

−1

1

O

(2) 直線 EFの方程式は x+ y = 1, z = 1

これと平面 x = tとの共有点の座標は (t, 1− t, 1)

0 5 t 5 1, 0 5 1− t 5 1であるから，この共有点は線分 EF上にある．

よって，平面 x = tと線分 EFとの共有点の座標は (t, 1 − t, 1)

(3) x軸上の点 (t, 0, 0)と (2)の共有点 (t, 1− t, 1)との距離を dとすると

d2 = (t− 1)2 + 1

したがって，求める回転体X3の体積 V3は

V3

2π
=

∫ 1

0

d2 dt =

∫ 1

0

{(t− 1)2 + 1} dt

=

[
1

3
(t− 1)3 + t

]1
0

=
4

3

よって V3 =
8

3
π �

3.35 (1) sinx = cos 2xとすると
(
0 5 x 5 π

2

)
sin x = 1− 2 sin2 x

(sinx+ 1)(2 sinx− 1) = 0 これを解いて x =
π

6

f(x) = cos 2x− sinxの原始関数の 1つを F (x) =
1

2
sin 2x+ cos xとおく．

Dは，下の図の斜線部分であるから，その面積を Sとすると

S =

∫ π
6

0

f(x) dx−
∫ π

2

π
6

f(x) dx

= 2F
(π
6

)
− F (0)− F

(π
2

)
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F (0) = 1，F
(π
6

)
=

3
√
3

4
，F

(π
2

)
= 0であるから

S = 2× 3
√
3

4
− 1− 0 =

3
√
3

2
− 1

O

y

x

1

−1

1
2

π
6

π
2

π
4

y = sin x

y = cos 2x

(2) | sin x| = | cos 2x|より sin2 x− cos2 2x = 0

(sinx+ cos 2x)(sinx− cos 2x) = 0

(−2 sin2 x+ sin x+ 1)(2 sin2 x+ sin x− 1) = 0

−(sinx− 1)(2 sinx+ 1)(sinx+ 1)(2 sinx− 1) = 0

cos2 x(2 sin x+ 1)(2 sinx− 1) = 0

0 5 x 5 π

2
に注意して解くと

π

6
5 x 5

π

2
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(3) g(x) = cos2 2x− sin2 x =
1 + cos 4x

2
− 1− cos 2x

2

=
1

2
cos 4x+

1

2
cos 2x

g(x)の原始関数の 1つをG(x) =
1

8
sin 4x+

1

4
sin 2xとする．

求める回転体の体積を V とすると

V

π
=

∫ π
6

0

g(x) dx−
∫ π

4

π
6

g(x) dx+

∫ π
2

π
4

sin2 x dx

= 2G
(π
6

)
−G(0)−G

(π
4

)
+

[
x

2
− 1

4
sin 2x

]π
2

π
4

= 2× 3
√
3

16
− 0− 1

4
+

(
π

8
+

1

4

)
=

3
√
3

8
+

π

8

よって V = π

(
3
√
3

8
+

π

8

)
�

3.36 (1) y = e
√
xより

y′ =
1

2
√
x
e
√
x,

y′′ = − 1

4x
√
x
e
√
x +

1

2
√
x
· 1

2
√
x
e
√
x =

√
x− 1

4x
√
x
e
√
x

したがって，yの増減および凹凸は，次のようになる．

x 0 · · · 1 · · ·
y′ + + +

y′′ − 0 +

y 1 e

lim
x→∞

y = ∞

y = e
√
xのグラフの概形は，次のようになる．変曲点は (1, e)
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O

y

x

1

1

e

(2) y = e
√
x上の点 (t, e

√
t)における接線の方程式は

y − e
√
t =

e
√
t

2
√
t
(x− t) すなわち y =

e
√
t

2
√
t
x+

(
1−

√
t

2

)
e
√
t

これが原点Oを通るから

1−
√
t

2
= 0 これを解いて t = 4

よって k =
e
√
4

2
√
4
=

e2

4
，P(4, e2)
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(3) 求める面積を Sとすると，下の図から

S =

∫ 4

0

e
√
x dx− 1

2
·4·e2

u =
√
xとおくと，x = u2より

dx

du
= 2u

x 0 −→ 4

u 0 −→ 2∫ 4

0

e
√
x dx =

∫ 2

0

eu·2u du =

[
eu(2u− 2)

]2
0

= 2e2 + 2

よって S = (2e2 + 2)− 2e2 = 2

O

y

x4

1

e2
P

補足 次の積分公式 (第 1式)を利用している 6．∫
exf(x) dx = ex{f(x)− f ′(x) + f ′′(x)− f ′′′(x) + · · · }+ C∫

e−xf(x) dx = −e−x{f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) + · · · }+ C

�

3.37 (1) y = exを微分すると y′ = ex

したがって，曲線 y = ex上の点 (a, ea)における接線の方程式は

y − ea = ea(x− a) すなわち y = eax + ea(1 − a)

(2) (1)の結果から p = ea, q = ea(1− a)

ea = p, a = log pより q = p(1 − log p)

6http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima 2023.pdf (p.10の解説を参照)
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(3) (2)の結果から f(x) = x(1− log x) これを微分すると f ′(x) = − log x

y = f(x)上の点 (a, f(a))における接線の方程式は

y − a(1− log a) = −(x− a) log a ゆえに y = −x log a+ a

`1, `2は，上式の aにそれぞれ 1, eを代入したものであるから

`1 : y = 1, `2 : y = −x + e

(4) f ′′(x) = −1

x
< 0から，`1, `2は曲線 y = f(x)の上側にある．ここで∫

f(x) dx =

∫
x(1− log x) dx =

∫ (
x2

2

)′

(1− log x) dx

=
x2

2
(1− log x)−

∫
x2

2

(
−1

x

)
dx

= x2

(
3

4
− 1

2
log x

)
+ C (Cは積分定数)

求める面積を Sとすると，下の図から

S =台形ABCD−
∫ e

1

f(x) dx

=
1

2
{(e− 2) + (e− 1)} −

[
x2

(
3

4
− 1

2
log x

) ]e
1

= −
1

4
(e2 − 4e + 3)

O

y

x1

1

e

`1

`2

A B

CD

e− 1

�

3.38 (1) x = 3 cos3 θ，y = 3 sin3 θより

dx

dθ
= −9 cos2 θ sin θ,

dy

dθ
= 9 sin2 θ cos θ (∗)

したがって
(
dx

dθ
,
dy

dθ

)
= 9 sin θ cos θ(− cos θ, sin θ)
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~v = (− cos θ, sin θ)とし，C上のP(3 cos3 θ, 3 sin3 θ)における接線を `と
する．`上のT(x, y)について，~v//

−→
PTであるから

(x− 3 cos3 θ) sin θ + (y − 3 sin3 θ) cos θ = 0

0 < θ <
π

2
より，sin θ 6= 0, cos θ 6= 0に注意して整理すると

x sin θ + y cos θ = 3 sin θ cos θ ゆえに ` :
x

3 cos θ
+

y

3 sin θ
= 1

よって Q(3 cos θ, 0), R(0, 3 sin θ)

(2) 線分QRを 1 : 2内分する点 Sは

−→
OS =

2
−→
OQ+

−→
OR

3
= (2 cos θ, sin θ)

x = 2 cos θ, y = sin θとすると
(
0 < θ <

π

2

)
x2

4
+ y2 = 1 (x > 0, y > 0)

よって，点 Sの軌跡は楕円
x2

4
+ y2 = 1の第 1象限の部分を表す．

x2

1

O

y

x
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(2)で求めた方程式から x2 = 4(1− y2) (0 5 y 5 1)

よって，求める回転体の体積を V とすると

V

π
= 4

∫ 1

0

(1− y2) dy = 4

[
y − y3

3

]1
0

=
8

3

よって V =
8

3
π

(3) (∗)から
(
0 < θ <

π

2

)
√(

dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

= 9
√

sin2 θ cos2 θ(sin2 θ + cos2 θ)

= 9 sin θ cos θ =
9

2
sin 2θ

よって，求める曲線の部分の長さは∫ π
4

π
6

√(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

dθ =

∫ π
4

π
6

9

2
sin 2θ dθ

= −9

4

[
cos 2θ

]π
4

π
6

=
9

8

�

3.39 (1) f(x) =
x2 − 1

x2 + 1
= 1− 2

x2 + 1
= 1− 2(x2 + 1)−1より

f ′(x) = 4x(x2 + 1)−2 =
4x

(x2 + 1)2

f ′′(x) = 4(x2 + 1)−2 + 4x·(−4x)(x2 + 1)−3

=
4(x2 + 1)− 16x2

(x2 + 1)3
=

4(1 − 3x2)

(x2 + 1)3

(2) f(x) = 1− 2

x2 + 1
より lim

x→∞
f(x) = 1, lim

x→−∞
f(x) = 1
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(3) f(x) =
x2 − 1

x2 + 1
=

(x+ 1)(x− 1)

x2 + 1
5 0 これを解いて −1 5 x 5 1

よって a = −1, b = 1

x = tan θより (−1 5 x 5 1)
dx

dθ
=

1

cos2 θ

x −1 −→ 1

θ −π
4

→ π
4

I =

∫ 1

−1

1

x2 + 1
dx =

∫ π
4

−π
4

1

tan2 θ + 1
· dθ

cos2 θ
=

∫ π
4

−π
4

dθ =
π

2

(4) (1)，(2)の結果から

x · · · − 1√
3

· · · 0 · · · 1√
3

· · ·
f ′(x) − − − 0 + + +

f ′′(x) − 0 + + + 0 −
f(x) 変曲点 極小 変曲点

極小値 f(0) = −1，変曲点
(
±

1
√
3
,−

1

2

)
，漸近線 y = 1

O

y

x

1

−1

1−1

−1
2

1√
3

− 1√
3

(5) (3)の結果を利用すると

S = −
∫ 1

−1

f(x) dx =

∫ 1

−1

(
2

x2 + 1
− 1

)
dx

= 2I −
∫ 1

−1

dx = π − 2

�

3.40 (1) p =
1

8
, q =

5

8
とおく．

持ち点が 0，すなわち，「0」が n回出る確率は qn
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持ち点が 1，すなわち，「1」が 1回，「0」が n− 1回出る確率は

nC1pq
n−1 = npqn−1

持ち点が 2，すなわち，「2」が 1回，「0」が n− 1回，または，「1」が 2回，
「0」が n− 2回出る確率は

nC1pq
n−1 + nC2p

2qn−2 = npqn−1 +
n(n− 1)

2
p2qn−2

よって，求める確率は

qn + npqn−1 +

{
npqn−1 +

n(n− 1)

2
p2qn−2

}
=

{
q2 + 2npq +

n(n− 1)

2
p2
}
qn−2

=

(
25

82
+

10n

82
+

n2 − n

2·82

)
·5

n−2

8n−2
=

(n2 + 19n + 50)·5n−2

2·8n

(2) 持ち点が 10，すなわち，「1」が 1回，「3」が 3回，または，「2」が 2回，「3」
が 2回出る確率は

4C1p·p3 + 4C2p
2·p2 = 10p4

持ち点が 11，すなわち，「2」が 1回，「3」が 3回出る確率は

4C1p·p3 = 4p4

持ち点が 12，すなわち，「3」が 4回出る確率は p4

以上から，試行を 4回行って得点が 10以上になる確率は

10p4 + 4p4 + p4 = 15p4

試行を 4回行って持ち点が 10以上で，さらにこの試行を 2回行って持ち
点が 17以上となるのは，次の場合である．

(i) 4回行って持ち点が 11で，さらに「3」が 2回出る確率は

4p4 × p2 = 4p6

(ii) 4回行って持ち点が 12で，さらに「2」が 1回，「3」が 1回，または
「3」が 2回出る確率は

p4 × (2C1p·p+ p2) = 3p6

求める条件付き確率は
4p6 + 3p6

15p4
=

7

15
p2 =

7

15

(
1

8

)2

=
7

960
�
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3.41 (1) サイコロの目 1, 2, 3, 4, 5, 6の最小公倍数は 60

よって，求める 3つの数は 60, 120, 180

(2) nの約数となるサイコロの目の集合をAとし，Aの大きさ (要素の個数)を
|A|とする．1 ∈ A，2 6∈ A ⇒ 6 6∈ A，3 6∈ A ⇒ 6 6∈ A，{2, 3} ⊂ A ⇒ 6 ∈ A

に注意すると，|A| = 5となるAは次の 2通り．

A = {1, 2, 3, 4, 6} または A = {1, 2, 3, 5, 6}

これを満たす nを小さい順に 3つ求めると 12, 24, 30

(3) 160 = 25·5より A = {1, 2, 4, 5}
このとき，5の目が出るのは 1回まで，3回とも 4の目は出ない．

• 5の目が出ないときの確率は(
3

6

)3

−
(
1

6

)3

=
26

216

• 5の目が 1回出るときの確率は

3C1

(
1

6

)1(
3

6

)2

=
27

216

これらの事象は互いに排反であるから，求める確率は

26

216
+

27

216
=

53

216

�
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3.42 (1) x =
1

2
, y =

1

3
(1− x) =

1

6
とおく．

(i) t = 1のとき，Rが点O，A，C，Dにある確率は，それぞれ

x, y, y, y

したがって，t = 2のとき，Rが点Oにある確率は

xx+ (y + y + y)y = x2 + 3y2 =

(
1

2

)2

+ 3

(
1

6

)2

=
1

3

(ii) t = 2のとき，Rが点A，O，B，Eにある確率は，それぞれ

2xy, x2 + 3y2, 2y2, 2y2

したがって，t = 3のとき，Rが点Aにある確率は

2xy·x+ {(x2 + 3y2) + 2y2 + 2y2}y

=(3x2 + 7y2)y =

{
3

(
1

2

)2

+ 7

(
1

6

)2
}
·1
6
=

17

108

(iii) (i)，(ii)の結果から，求める条件付き確率は

(x2 + 3y2)·y
(3x2 + 7y2)y

=

(
x

y

)2

+ 3

3

(
x

y

)2

+ 7

=
32 + 3

3·32 + 7
=

6

17

　

D(y)

O(x) A(y)

B(0)

G(0) F(0)

C(y)

E(0) D(2xy)

O(x2 + 3y2) A(2xy)

B(2y2)

G(2y2) F(0)

C(2xy)

E(2y2)

［1秒後］ ［2秒後］

(
x = 1

2
, y = 1

6

)
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(2) y =
1

3
(1− x)とする．

(i) t = 2のとき，Rが点B，A，C，Fにある確率は，それぞれ

2y2, 2xy, 2xy, 0

したがって，t = 3のとき，Rが点Bにある確率は

2y2·x+ (2xy + 2xy + 0)y = 6xy2 = 6x

{
1

3
(1− x)

}2

=
2

3
x(1 − x)2

(ii) 対称性から，3秒後にRが 3点B，E，Gにある確率は等しい．
3点O，R，Sが正三角形をなすのは，4OBE，4OBG，4OEG であ
る．このとき，R，Sは 3点 B，E，Gのいずれかにあるから，(i)の
結果を利用して

p(x) = 3P2

{
2

3
x(1− x)2

}2

=
8

3
x2(1 − x)4

(iii) 3正数 2x, 1− x, 1− xの相加平均・相乗平均の大小関係から

2x+ (1− x) + (1− x) = 3 3
√

2x·(1− x)·(1− x)

整理すると 2 = 3 3
√
2x(1− x)2 ゆえに x(1− x)2 5 4

27

等号が成立するとき 2x = 1− x すなわち x =
1

3

このとき，最大値
8

3

(
4

27

)2

=
128

2187
�

3.43 (1) 8! = 27·32·5·7より M2(8!) = 7

D(8!) = (7 + 1)(2 + 1)(1 + 1)(1 + 1) = 96

(2) 1から 30までの自然数で 2, 22, 23, 24で割り切れる個数に注目すると

M2(30!) = 15 + 7 + 3 + 1 = 26

1から 30までの自然数で 3, 32, 33で割り切れる個数に注目すると

M3(30!) = 10 + 3 + 1 = 14

したがって，30! = 226·314Aとおくと (Aは 2, 3と互いに素)

30! = 3(22·3)13A = 3·1213A よって M12(30!) = 13
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(3) d = D(30!) = D(226·314A) = D(226)D(314)D(A)

= (26 + 1)(14 + 1)D(A) = 27·15D(A)

(2)の結果から n = M12(30!) = 13

n∑
i=1

(
30!

12i

)
=

13∑
i=1

D

(
226·314A
22i3i

)

= D(A)
13∑
i=1

D(226−2i)D(314−i)

= D(A)
13∑
i=1

(27− 2i)(15− i)

= D(A)
13∑
i=1

{2(14− i)− 1}{(14− i) + 1}

= D(A)
13∑
i=1

(2i− 1)(i+ 1) = D(A)
13∑
i=1

(2i2 + i− 1)

= D(A)

(
2·1
6
·13·14·27 + 1

2
·13·14− 13

)
= 13·132D(A)

= 13·132· d

27·15
=

13·44
9·15

d =
572

135
d

�

3.44 (1) pkは k回投げて，k回とも 1の目が出る確率であるから

pk =

(
1

6

)k

=
1

6k

pk+1は k回目までに 1の目が k − 1回出て，k + 1回目に 1の目が出る確
率であるから

pk+1 = kCk−1

(
1

6

)k−1

·5
6
× 1

6
=

5k

6k+1

(2) pnは n− 1回目までに 1の目が k − 1回出て，n回目に 1の目が出る確率
であるから

pn = n−1Ck−1

(
1

6

)k−1(
5

6

)n−k

× 1

6
= n−1Ck−1

(
1

6

)k (5

6

)n−k
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(3) (2)の結論を pn < pn+1に代入すると

n−1Ck−1

(
1

6

)k (
5

6

)n−k

< nCk−1

(
1

6

)k (
5

6

)n+1−k

n−1Ck−1 =
(n− 1)!

(n− k)!(k − 1)!
，nCk−1 =

n!

(n+ 1− k)!(k − 1)!
より

1 <
n

n+ 1− k
·5
6
ゆえに n < 6k − 6

pn < pn+1となるとき，k 5 nに注意して k 5 n < 6k − 6

pn = pn+1となるとき，n = 6k − 6より p6k−6 = p6k−5

pn > pn+1となるとき，n > 6k − 6より n = 6k − 5

したがって pk < pk+1 < · · · < p6k−6 = p6k−5 > p6k−4 > · · ·

よって，pnが最大になる nは 6k − 6, 6k − 5 �

3.45 (1) n回投げて点Pの座標が (1, n− 1)，すなわち，n回投げて奇数が 1回，6

の目が n− 1回出る場合の総数であるから

n!

1!(n− 1)!
·3·1n−1 = 3n (通り)

(2) n回投げて点Pの座標が (0, n− 2)，すなわち，n回投げて奇数が 1回，2

または 4が 1回，6の目が n− 2回出る場合の総数であるから

n!

1!1!(n− 2)!
·3·2·1n−2 = 6n(n − 1) (通り)

(3) (i) n回投げて点 Pの座標が (2, n − 2)，すなわち，n回投げて奇数が 2

回，6の目が n− 2回出る場合の総数は

n!

2!(n− 2)!
·32·1n−2 =

9

2
n(n− 1)

(ii) n回投げて点Pの座標が (0, n)，すなわち，n回投げて 6の目が n回
出る場合の総数は

1 (通り)

求める場合の総数は，(1)，(2)および (i)，(ii)の場合であるから

3n+ 6n(n− 1) +
9

2
n(n− 1) + 1 =

21

2
n2 −

15

2
n + 1 (通り)

�
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3.46 (1) 3面が赤，3面が黒く塗られているサイコロをP，2面が赤，4面が黒く塗
られているサイコロをQとし，P，Qの赤い面が出る確率をそれぞれ p, q

とすると

p =
3

6
=

1

2
, q =

2

6
=

1

3

1回の試行で赤い面がちょうど 1回出る確率は

p(1− q) + (1− p)q =
1

2
·1
3
+

1

2
·2
3
=

1

2

(2) 1回目で終了する確率は pq

2回目で終了する確率は (1− pq)·pq

2回以下の試行で終了する確率は，pq =
1

2
·1
3
=

1

6
より

pq + (1− pq)pq = pq(2− pq) =
1

6

(
2− 1

6

)
=

11

36

(3) 1回の試行で得点が 0，1，2である確率をそれぞれ α, β, γとすると

α = (1− p)(1− q) =
1

2
·2
3
=

1

3
, γ = pq =

1

6
,

β = 1− (α + γ) =
1

2

ゲームの得点が 0点となる確率は α3 =

(
1

3

)3

=
1

27
ゲームの得点が 1点となる確率は

ααβ + αβα + βαα = 3α2β = 3

(
1

3

)2

·1
2
=

1

6

ゲームの得点が 2点となる確率は

γ + αγ + ααγ + αββ + βαβ + ββα

=γ(1 + α+ α2) + 3αβ2

=
1

6

(
1 +

1

3
+

1

9

)
+ 3·1

3
·1
4
=

53

108

ゲームの得点が 3点となる確率は

βγ + αβγ + βαγ + βββ = βγ(1 + 2α) + β3

=
1

2
·1
6

(
1 + 2·1

3

)
+

1

8
=

19

72

ゲームの得点が 4点となる確率は ββγ =
1

2
·1
2
·1
6
=

1

24
�
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3.47 (1) 1回目，2回目がともに白玉を取り出し，3回目に赤玉を取り出す確率で
あるから

9

12
× 9

12
×
(
1− 9C2

12C2

)
=

45

176

(2) Aが赤玉を取り出してゲームが終了するのは 1回目，3回目，5回目である．

(i) 1回目に終了する確率は
3

12
=

1

4

(ii) 3回目に終了する確率は

9

12
× 8

11
×
(
1− 7C2

10C2

)
=

16

55

(iii) 5回目に終了する確率は

9

12
× 8

11
× 7C2

10C2

× 5C2

8C2

×
(
1− 3C3

6C3

)
=

19

220

(i)～(iii)は互いに排反であるから

1

4
+

16

55
+

19

220
=

69

110

�

3.48 (1) b > aのとき，b− 1 = aであるから (b− 1)! = a!

b! = b·(b− 1)! = b·a! よって b!

a!
= b

(2) 2·a! = b!より
b!

a!
= 2 > 1であるから

a! < b! すなわち a < b

a < bより，(1)の結論を用いると

2 =
b!

a!
= b > a よって (a, b) = (1, 2)

(3) (i) a 5 c, b 5 cのとき

a!

c!
+

b!

c!
= 2,

a!

c!
5 1,

b!

c!
5 1

このとき
a!

c!
= 1,

b!

c!
= 1 すなわち a = c, b = c · · · (∗)
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(ii) a > c または b > cのとき，一般性を失うことなく，b > cとし，
(1)の結論を用いると

2 =
a!

c!
+

b!

c!
= a!

c!
+ b > b > c = 1

これをみたす b, cは存在しない．

(i)，(ii)より (a, b, c) = (n, n, n) (nは自然数) �

3.49 (1)

Q = a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca

= (a+ b+ c)2 − 3(ab+ bc+ ca)

= P 2 − 3(ab+ bc+ ca)

上式から
P が 3の倍数 =⇒ Qは 3の倍数 (A)

P が 3の倍数のとき，Qは 3の倍数である．

(2) P 2 = Q+ 3(ab+ bc+ ca)より，Qが 3の倍数のとき，P 2は 3の倍数であ
るから，P は 3を因数にもつ．したがって

Qが 3の倍数 =⇒ P は 3の倍数 (B)

(3)

R = a3 + b3 + c3 − 3abc

= (a+ b+ c)(a2 + b2 + c2 − ab− bc− ca)

= PQ (∗)

Rが 3の倍数ならば，(∗)より，P またはQが 3の倍数．

このとき，(A)，(B)より，P，Qはともに 3の倍数である．

よって，Rが 3の倍数ならば，Rは 9の倍数である． �

3.50 (1) 2点B，Cの x座標をそれぞれ b，cとすると

−→
OA = (a, a2 − 6a+ 6),

−→
BC = (c− b, (c− b)(c+ b− 6))

−→
OA =

−→
BCより

a = c− b · · · 1©, a2 − 6a+ 6 = (c− b)(c+ b− 6) = a(c+ b− 6)
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上の第 2式の両辺を aで割ると

a− 6 +
6

a
= c+ b− 6 ゆえに c+ b = a+

6

a
· · · 2©

1©， 2©から b =
3

a
, c = a+

3

a
· · · (∗)

よって，点Bの x座標は
3

a
(2) (i) (∗)より，a = 1のとき，b = 3, c = 4であるから

A(1, 1), B(3,−3), C(4,−2)

−→
OA = (1, 1)，

−→
OB = (3,−3)より

−→
OA·

−→
OB = 0

よって，
−→
OAと

−→
OBのなす角は

π

2

(ii) 四角形OACBは平行四辺形であるから，
−→
OA，

−→
OBより

|1·(−3)− 1·3| = 6

(iii) (i)の結果から，4ABCの外接円は，ABを直径とする円である．
円周上の点を P(x, y)とすると，

−→
AP·

−→
BP = 0であるから

(x− 1)(x− 3) + (y − 1)(y + 3) = 0

が成立する (PがA，Bと一致するときも上式は成立する)．

よって，求める方程式は (x − 2)2 + (y + 1)2 = 5 �

3.51 (1) P1(3,−1, 1), P2(5, 0,−1)より
−−−→
P1P2 = (2, 1,−2)

P1P2 = |
−−−→
P1P2| =

√
22 + 12 + (−2)2 = 3

(2) d1 = P1P3，d2 = P2P3とし，Cの半径を rとすると

d1 + d2 = 3, d1
2 + r2 = 5, d2

2 + r2 = 2 (∗)

(∗)の第 2式，第 3式から r2を消去し，第 1式を代入すると

d1
2 − d2

2 = (d1 + d2)(d1 − d2) = 3 ゆえに d1 − d2 = 1

d1, d2の連立方程式を解いて d1 = 2, d2 = 1 (∗)から r = 1

P3は線分 P1P2を 2 : 1に内分する点であるから

−−→
OP3 =

−−→
OP1 +

2

3

−−−→
P1P2 = (3,−1, 1) +

2

3
(2, 1,−2) =

(
13

3
,−1

3
,−1

3

)
よって P3

(
13

3
,−

1

3
,−

1

3

)
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(3) xy平面，Hはそれぞれベクトル~v = (0, 0, 1)，
−−−→
P1P2 = (2, 1,−2)に垂直

であるから，求めるベクトルと平行なベクトルは

~v ×
−−−→
P1P2 = (−1, 2, 0)

|~v ×
−−−→
P1P2| =

√
5より，求める単位ベクトルは ±

1
√
5
(−1, 2, 0)

(4) (3)で求めた単位ベクトルの 1つを ~e1 =
1√
5
(−1, 2, 0)とする．

−−−→
P1P2と (3)で求めたベクトルの両方に垂直なベクトルは

(2, 1,−2)× (−1, 2, 0) = (4, 2, 5)

これと平行な単位ベクトルの 1つを ~e2 =
1

3
√
5
(4, 2, 5)とする．

Cの半径は 1であるから，C上の点Q(x, y, z)は，媒介変数 θを用いて

−→
OQ =

−−→
OP3 + (cos θ)~e1 + (sin θ)~e2 (∗∗)

P3の z座標が負であるから，sin θ = −1のとき，最大値 d =
1 +

√
5

3

sin θ = −1, cos θ = 0により Q

(
65− 4

√
5

15
,−5 + 2

√
5

15
,−1 +

√
5

3

)
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解説 P1(3,−1, 1)を中心とし半径が
√
5の球面 S1の方程式は

S1 : (x− 3)2 + (y + 1)2 + (z − 1)2 = 5

P2(5, 0,−1)を中心とし半径が
√
2の球面 S2の方程式は

S2 : (x− 5)2 + y2 + (z + 1)2 = 2

S1および S2の方程式の辺々の差をとり整理すると，Cを含む平面

H : 2x+ y − 2z − 9 = 0

を得る．このとき，Hの法ベクトル ~n = (2, 1,−2)は
−−−→
P1P2と平行である．

また，直線 P1P2上に点 P(x, y, z)をとると，媒介変数 tを用いて

−−→
P1P = t

−−−→
P1P2 ゆえに (x− 3, y + 1, z − 1) = t(2, 1,−2)

これから tを介して，次の直線 `の方程式を得る．

` :
x− 3

2
=

y + 1

1
=

z − 1

−2
= t

`とHの交点 P3は

x = 2t+ 3, y = t− 1, z = −2t+ 1 (A)

をHに代入すると

2(2t+ 3) + t− 1− 2(−2t+ 1)− 9 = 0 ゆえに t =
2

3

これを (A)に代入すると，P3

(
13

3
,−1

3
,−1

3

)
を得る．

また，点 P1(3,−1, 1)と平面Hの距離は，点と平面の距離の公式により

|2·3 + (−1)− 2·1− 9|√
22 + 12 + (−2)2

= 2

直線の方程式

点 P(x1, y1, z1)を通り，方向ベクトル~v = (a, b, c)の直線 `の方程式は

x− x1

a
=

y − y1
b

=
z − z1

c
= t (tは媒介変数)
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点と平面の距離

点 P(x1, y1, z1)と平面H : ax+ by + cz + d = 0の距離 hは

h =
|ax1 + by1 + cz1 + d|

√
a2 + b2 + c2

証明 平面Hの法ベクトルは ~n = (a, b, c)

点 Pを通り，方向ベクトルが ~nの直線の方程式が `であるから

x = at+ x1, y = bt+ y1, z = ct+ z1

`とHの交点をQ(x2, y2, z2)とし，そのときの tの値を t0とすると

x2 = at0 + x1, y2 = bt0 + y1, z2 = ct0 + z1 (∗)

QはH上の点であるから

a(at0 + x1) + b(bt0 + y1) + c(ct0 + z1) + d = 0

これを t0について解くと t0 = −ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2

(∗)より，
−→
PQ = (at0, bt0, ct0)であるから

|
−→
PQ| = |t0|

√
a2 + b2 + c2 =

∣∣∣∣−ax1 + by1 + cz1 + d

a2 + b2 + c2

∣∣∣∣√a2 + b2 + c2

=
|ax1 + by1 + cz1 + d|√

a2 + b2 + c2
証終

補足 3点A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)，C(c1, c2, c3)を通る平面の法ベクトルを

~n = (a, b, c) =
−→
AB×

−→
AC

とする．平面ABC上の任意の点をT(x, y, z)とすると，~n⊥
−→
ATより

a(x− a1) + b(y − b1) + c(z − c1) = 0

点D(d1, d2, d3)から平面ABCまでの距離 hは

h =
|a(d1 − a1) + b(d2 − a2) + c(d3 − a3)|√

a2 + b2 + c2

=
|~n·

−→
AD|
|~n|

=
|(
−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

|
−→
AB×

−→
AC|
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4ABCの面積は S =
1

2
|
−→
AB×

−→
AC|より 7，四面体ABCDの体積 V は

V =
1

3
Sh =

1

3
·1
2
|
−→
AB×

−→
AC|· |(

−→
AB×

−→
AC)·

−→
AD|

|
−→
AB×

−→
AC|

=
1

6
|(
−→
AB ×

−→
AC)·

−→
AD| �

3.52 (1) 4点A(a,−1,−1)，B(−1, b,−1)，C(−a, 1, 1)，D(1,−b, 1)より

−→
AB = (−1− a, 1 + b, 0),

−→
AC = (−2a, 2, 2),

−→
AD = (1− a, 1− b, 2)

上式より
−→
AB +

−→
AD =

−→
ACが成立する．

|
−→
AB|2 = |

−→
AD|2を満たせばよいから

(−1− a)2 + (1 + b)2 = (1− a)2 + (1− b)2 + 22

整理すると b = 1 − a

−1 < b < 1であるから

−1 < 1− a < 1 ゆえに 0 < a < 2

−1 < a < 1に注意して よって 0 < a < 1, b = 1 − a

補足
−→
AC·

−→
BD = (

−→
AB +

−→
AD)·(

−→
AD−

−→
AB) = |

−→
AD|2 − |

−→
AB|2 = 0であるから

−2a·2 + 2·(−2b) + 2·2 = 0 ゆえに a+ b = 1

(2) −1 < b < 1であるから，(1)の結果より

−1 < 1− a < 1 ゆえに 0 < a < 2

−1 < a < 1に注意して 0 < a < 1 · · · 1©
−→
AB = (−1− a, 2− a, 0),

−→
AD = (1− a, a, 2)

したがって
−→
AB×

−→
AD = 2(2− a, 1 + a,−1 + a− a2)

四角形ABCDの面積を Sとすると

S2

4
= (2− a)2 + (1 + a)2 + (−1 + a− a2)2

= a4 − 2a3 + 5a2 − 4a+ 6

7http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf (p.10)
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f(a) =
S2

4
とおき，これを微分すると

f ′(a) = 4a3 − 6a2 + 10a− 4

= 2(2a− 1)(a2 − a+ 2)

= 2(2a− 1)

{(
a− 1

2

)2

+
7

4

}
1©の範囲で増減を考えると

a (0) · · · 1
2

· · · (1)

f ′(a) − 0 +

f(a) ↘ 極小 ↗

よって，a =
1

2
のとき，Sの最小値は

2

√
f

(
1

2

)
= 2

√
81

16
=

9

2

別解 四角形ABCDはひし形であるから，その面積を Sとすると

S =
1

2
|
−→
AC||

−→
BD|

−→
AC = (−2a, 2, 2)，

−→
BD = (2,−2b, 2)より

|
−→
AC| = 2

√
a2 + 2, |

−→
BD| = 2

√
b2 + 2

したがって，(1)の結果に注意して

S2

4
= (a2 + 2)(b2 + 2) = a2b2 + 2(a2 + b2) + 4

= (2− ab)2 + 2(a+ b)2 = {2− a(1− a)}2 + 2

= (a2 − a+ 2)2 + 2

=

{(
a− 1

2

)2

+
7

4

}2

+ 2 = 81

16

よって，a =
1

2
のとき，Sの最小値は

9

2
�

3.53 (1) ~a = (1, 1, 0), ~b = (0, 1, 1), ~c = (1, 2,−1)であるから

~a·~b = 1·0 + 1·1 + 0·1 = 1

~a·~c = 1·1 + 1·2 + 0·(−1) = 3

~b·~c = 0·1 + 1·2 + 1·(−1) = 1
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(2)
−→
OA×

−→
OB = (1,−1, 1)より，平面 α上の点を P(x, y, z)とすると，

(
−→
OA×

−→
OB)·

−→
OP = 0より，平面 αの方程式は

x− y + z = 0

点C(1, 2,−1)を通り，方向ベクトルが
−→
OA×

−→
OBの直線の方程式は

x− 1

1
=

y − 2

−1
=

z + 1

1
= t (tは媒介変数)

これから x = t+ 1, y = −t+ 2, z = t− 1 · · · (∗)

(∗)を平面 αの方程式に代入すると

(t+ 1)− (−t+ 2) + (t− 1) = 0 ゆえに t =
2

3

これを (∗)に代入して x =
5

3
, y =

4

3
, z = −1

3
よって M

(
5

3
,
4

3
,−

1

3

)
(3) 条件から，MはCDの中点であるから

−−→
OM =

−→
OC+

−→
OD

2

−→
OD = 2

−−→
OM−

−→
OC

= 2

(
5

3
,
4

3
,−1

3

)
− (1, 2,−1)

=

(
7

3
,
2

3
,
1

3

)

　

M

A

C

D

α

よって D

(
7

3
,
2

3
,
1

3

)
(4)

−−→
AM =

(
2

3
,
1

3
,−1

3

)
，
−→
CD =

(
4

3
,−4

3
,
4

3

)
より

S =
1

2
|
−→
CD||

−−→
AM| = 1

2
·4
3

√
3·1
3

√
6 =

2

3

√
2 �

3.54 (1) 3点 P(−1, 1,−1)，Q(1, 1, 1)，R(a, a2, a3)より
−→
PQ = (2, 0, 2),

−→
PR = (a+ 1, a2 − 1, a3 + 1)

3点 P，Q，Rが一直線上にあると仮定すると，
−→
PQ,

−→
PRの y成分から

a2 − 1 = 0 ゆえに a = ±1

これは，a 6= −1, a 6= 1に反する．

よって，3点 P，Q，Rは一直線上にない．
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(2) |
−→
PQ|2 = 8，

−→
PQ·

−→
PR = 2(a3 + a+ 2)

点Rから直線 PQに垂線RHを引くと

−→
PH =

−→
PQ·

−→
PR

|
−→
PQ|2

−→
PQ =

2(a3 + a+ 2)

8
(2, 0, 2)

=

(
a3

2
+

a

2
+ 1, 0,

a3

2
+

a

2
+ 1

)
,

−→
RH =

−→
PH−

−→
PR =

(
−a

2
+

a3

2
, 1− a2,

a

2
− a3

2

)
= (1− a2)

(
−a

2
, 1,

a

2

)
−1 < a < 1 より，1− a2 > 0であるから

|
−→
RH| = (1− a2)

√(
−a

2

)2
+ 12 +

(a
2

)2
=

1√
2
(1− a2)

√
2 + a2

4PQR =
1

2
|
−→
PQ||

−→
RH| = 1

2
·2
√
2· 1√

2
(1− a2)

√
2 + a2

= (1− a2)
√
2 + a2

ここで，t = 1− a2とおくと 0 < t 5 1

4PQR = t
√
3− t =

√
3t2 − t3

f(t) = 3t2 − t3とおくと f ′(t) = 6t− 3t2 = 3t(2− t) > 0

f(t)は単調増加であるから，t = 1，すなわち，a = 0のとき，4PQRの
面積は，最大値

√
2をとる．
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補足 (外積を用いる解法)

−→
PQ×

−→
PR = (2(1− a2), 2a(1− a2),−2(1− a2))

= 2(1− a2)(1, a,−1)

−1 < a < 1に注意して

4PQR =
1

2
|
−→
PQ×

−→
PR| = (1− a2)

√
2 + a2

(面積公式を用いる解法)

|
−→
PQ|2 = 22 + 02 + 22 = 8,

|
−→
PR|2 = (a+ 1)2 + (a2 − 1)2 + (a3 + 1)2

= (a+ 1)2{1 + (a− 1)2 + (a2 − a+ 1)2}
= (a+ 1)2(a4 − 2a3 + 4a2 − 4a+ 3),

−→
PQ·

−→
PR = 2(a+ 1) + 0 + 2(a3 + 1)

= 2(a+ 1)(a2 − a+ 2)

−1 < a < 1に注意して

4PQR =
1

2

√
|
−→
PQ|2|

−→
PR|2 − (

−→
PQ·

−→
PR)2

=
1

2

√
8·(a+ 1)2(a4 − 2a3 + 4a2 − 4a+ 3)− {2(a+ 1)(a2 − a+ 2)}2

= (a+ 1)
√

2(a4 − 2a3 + 4a2 − 4a+ 3)− (a2 − a+ 2)2

= (a+ 1)
√
a4 − 2a3 + 3a2 − 4a+ 2

= (a+ 1)
√

(a− 1)2(a2 + 2)

= (a+ 1)(1− a)
√
a2 + 2

= (1− a2)
√
2 + a2

�

3.55 (1)
−→
OA = (4,−2, 6)，

−→
OB = (2,−6, 4)，

−→
OC = (7,−1,−5)より

−→
OA·

−→
OB = 4·2 + (−2)·(−6) + 6·4 = 44

−→
OA·

−→
OC = 4·7 + (−2)·(−1) + 6·(−5) = 0

−→
OB·

−→
OC = 2·7 + (−6)·(−1) + 4·(−5) = 0
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(2) 立体OADB-CEGFは平行六面体であるから

−→
OD =

−→
OA+

−→
OB = (4,−2, 6) + (2,−6, 4) = (6,−8, 10)

−→
OE =

−→
OA+

−→
OC = (4,−2, 6) + (7,−1,−5) = (11,−3, 1)

−→
OF =

−→
OB+

−→
OC = (2,−6, 4) + (7,−1,−5) = (9,−7,−1)

−→
OG =

−→
OD+

−→
DG = (6,−8, 10) + (7,−1,−5) = (13,−9, 5)

(3) |
−→
OA|2，|

−→
OB|2，|

−→
OC|2をそれぞれ求めると

|
−→
OA|2 = 42 + (−2)2 + 62 = 56,

|
−→
OB|2 = 22 + (−6)2 + 42 = 56

|
−→
OC|2 = 72 + (−1)2 + (−5)2 = 75

平行四辺形OADBの面積を Sとすると

S =

√
|
−→
OA|2|

−→
OB|2 − (

−→
OA·

−→
OB)2

=
√
56·56− 442 =

√
(56 + 44)(56− 44)

=
√
100·12 = 20

√
3

(1)の結果より，OA⊥OC，OB⊥OCであるから，求める体積は

S|
−→
OC| = 20

√
3·5

√
3 = 300

別解 求める体積を V とすると，
−→
OA×

−→
OB = (28,−4,−20)より

V = |(
−→
OA×

−→
OB)·

−→
OC| = 300

補足 V = |(
−→
OA×

−→
OB)·

−→
OC| = |(

−→
OB×

−→
OC)·

−→
OA| = |(

−→
OC×

−→
OA)·

−→
OB| �

3.56 (1) A(2, 0, 4)，B(3,−2, 5)，C(3, 2, 2)，D(4, 3, 0)より

−→
AB = (1,−2, 1),

−→
CD = (1, 1,−2) (∗)

−→
ABと

−→
CDのなす角を θとすると (0◦ 5 θ 5 180◦)

cos θ =

−→
AB·

−→
CD

|
−→
AB||

−→
CD|

=
1·1 + (−2)·1 + 1·(−2)√

12 + (−2)2 + 12
√
12 + 12 + (−2)2

= −1

2

したがって θ = 120◦
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(2) (∗)より
−→
AB×

−→
CD = 3(1, 1, 1)

l上の点A(2, 0, 4)，m上の点C(3, 2, 2)について
−→
AC = (1, 2,−2)

(
−→
AB×

−→
CD)·

−→
AC = 3 6= 0

したがって，直線 l，mは交わらない．

(3) nと l，nとmの交点をそれぞれ P，Qとする．
−→
OP =

−→
OA+ s

−→
AB，

−→
OQ =

−→
OC+ t

−→
CDとおけるから

−→
OP = (2, 0, 4) + s(1,−2. 1) = (2 + s,−2s, 4 + s)
−→
OQ = (3, 2, 2) + t(1, 1,−2) = (3 + t, 2 + t, 2− 2t)
−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP = (−s+ t+ 1, 2s+ t+ 2, − s− 2t− 2)

(
−→
AB×

−→
CD)//

−→
PQであるから

−s+ t+ 1 = 2s+ t+ 2 = −s− 2t− 2

これを解いて s = −1

3
, t = −1

したがって P

(
5

3
,
2

3
,
11

3

)
, Q(2, 1, 4)

よって nと lの交点は
(
5

3
,
2

3
,
11

3

)
nとmの交点は (2, 1, 4)

�

3.57 (1) 2点 Pn(an, 0)，Qn(0, bn)を通る直線の方程式は

x

an
+

y

bn
= 1 ゆえに bx+ ay = abn

x, yは整数であるから，上の第 2式から bx ≡ 0 (mod a)

aと bは互いに素であるから，整数 kを用いて x = ak · · · 1©
1©を直線の方程式に代入すると

abk + ay = abn ゆえに y = b(n− k) · · · 2©

1©， 2©において，x = 0, y = 0であるから，条件を満たす格子点は

(ak, b(n− k)) (k = 0, 1, · · · , n)
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(2) 四角形OPRQ上の格子点の個数は (a + 1)(b + 1)

三角形OPQ上と三角形RPQ上の格子点の個数Sは等しく，格子点 (a, 0)

および (0, b)の 2個を共有しているから

S + S − 2 = (a+ 1)(b+ 1) ゆえに S =
ab + a + b + 3

2

O

y

x
P

Q

a

b R

(3) Rn(an, bn)とすると，四角形OPnRnQn上の格子点の個数は

(an+ 1)(bn+ 1)

三角形OPnQn上と三角形RnPnQn上の格子点の個数Snは等しく，(1)で
示した格子点 n+ 1個を共有しているから

Sn + Sn − (n+ 1) = (an+ 1)(bn+ 1)

したがって Sn =
abn2 + (a + b + 1)n + 2

2
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(4) 4点O(0, 0, 0)，X(an, 0, 0)，Y(0, bn, 0)，Z(0, 0, n)を頂点とする四面
体OXYZの境界および内部を含む領域は

x

an
+

y

bn
+

z

n
5 1, x = 0, y = 0, z = 0

上の領域と平面 z = kの共有部分は (k = 0, 1, · · · , n)

bx+ ay = ab(n− k), x = 0, y = 0

求める格子点の個数は，(3)の結果を利用すると

n∑
k=0

Sn−k =
n∑

k=0

Sk =
1

2

n∑
k=0

{abk2 + (a+ b+ 1)k + 2}

=
1

2

{
ab·1

6
n(n+ 1)(2n+ 1) +

1

2
(a+ b+ 1)n(n+ 1) + 2(n+ 1)

}
=

1

12
(n + 1){abn(2n + 1) + 3(a + b + 1)n + 12}

�

3.58 (1) f(x) = x3 − 8より f ′(x) = 3x2

C上の点Qn(an, f(an))における接線 lnの方程式は

y = 3an
2(x− an) + an

3 − 8 すなわち y = 3an
2x − 2an

3 − 8

(2) 接線 lnと x軸の交点の x座標が an+1であるから

0 = 3an
2an+1 − 2an

3 + 8 ゆえに 3an
2an+1 = 2an

3 + 8

a1 > 0であるから，上の第 2式より帰納的に an > 0

よって an+1 =
2an

3 + 8

3an
2

(3) (∗) an > 2

［1］a1 > 2より，n = 1のとき，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると，(2)の結果から

ak+1 − 2 =
2ak

3 + 8

3ak2
− 2 =

2(ak
3 − 3ak

2 + 4)

3ak2

=
2(ak − 2)2(ak + 1)

3ak2
> 0

よって，n = k + 1のときも (∗)が成立する．
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［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．

(4) (2)，(3)の結果から

an − an+1 = an −
2an

3 + 8

3an2
=

a3n − 8

3an2
> 0

したがって an > an+1

(5) (3)の計算および an > 2であるから

an+1 − 2 =
2

3
·(an + 1)(an − 2)

a2n
(an − 2)

=
2

3

(
1− 1

an
− 2

an2

)
(an − 2) <

2

3
(an − 2)

したがって 0 < an − 2 < (a1 − 2)

(
2

3

)n−1

lim
n→∞

(a1 − 2)

(
2

3

)n−1

= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

an = 2 �

3.59 (1) (2 +
√
3)n = an +

√
3bn (n = 1, 2, 3, · · · )より (an, bnは自然数)

a1 = 1, b1 = 1,

(2 +
√
3)n+1 = (2 +

√
3)(an +

√
3bn)

= (2an + 3bn) + (an + 2bn)
√
3

したがって an+1 = 2an + 3bn, bn+1 = an + 2bn

(2−
√
3)n = xn −

√
3yn (n = 1, 2, 3, · · · )とすると (xn, ynは整数)

x1 = 1, y1 = 1,

(2−
√
3)n+1 = (2−

√
3)(xn −

√
3yn)

= (2xn + 3yn)− (xn + 2yn)
√
3

したがって xn+1 = 2xn + 3yn, yn+1 = xn + 2yn

以上の結果から，xn = an，yn = bnであるから，すべの自然数 nに対して

(2−
√
3)n = an −

√
3bn

が成り立つ．
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(2) cn =
an
bn

−
√
3 =

an −
√
3bn

bn
より (n = 1, 2, 3, · · · )

cn+1

cn
=

an+1 −
√
3bn+1

bn+1

/
an −

√
3bn

bn

=
an+1 −

√
3bn+1

an −
√
3bn

· bn
bn+1

= (2−
√
3)· bn

an + 2bn

< (2−
√
3)· bn

2bn
= 1−

√
3

2
< 1

cn > 0より，すべての自然数 nに対して，次式が成立する．

cn+1

cn
< 1 よって cn > cn+1

�

3.60 (1) f(x) = x2 − 2(c+ 1)x+ c2 − 2c+ 9とおくと (c = 3)

f(c) = −4c+ 9 = −4(c− 3)− 3 < 0

f(x)の x2の係数が正であるから，f(x) = 0は，cより大きい実数解と c

より小さい実数解をもつ．

(2) 2次方程式

x2 − 2(an + 1)x+ an
2 − 2an + 9 = 0 · · · 2©

の実数解のうち，大きい方が an+1であるから，2次方程式

x2 − 2(an−1 + 1)x+ an−1
2 − 2an−1 + 9 = 0 (n = 2)

の解が anであるから

an
2 − 2(an−1 + 1)an + an−1

2 − 2an−1 + 9 = 0

上式を変形すると

an−1
2 − 2(an + 1)an−1 + an

2 − 2an + 9 = 0 · · · 3©

3©から，an−1は 2次方程式 2©の解である．
2次方程式 2©の2つの解an+1, an−1は，(1)の結論から an−1 < an < an+1
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(3) 2次方程式 2©の解と係数の関係により

an+1 + an−1 = 2(an + 1) よって an+1 = 2an − an−1 + 2

(4) a1 = 3を 2©に代入すると x2 − 8x+ 12 = 0

これを解いて x = 2, 6 ゆえに a2 = 6

(3)の結果から an+1 − an = an − an−1 + 2

bn = an+1 − anをこれに適用すると bn = bn−1 + 2

数列 {bn}は初項 b1 = a2 − a1 = 6− 3 = 3，公差 2の等差数列であるから

bn = 3 + 2(n− 1) = 2n + 1

n > 1のとき an = a1 +
n−1∑
k=1

bk = 3 +
n−1∑
k=1

(2k + 1) = n2 + 2

上式は n = 1のときも成立するから an = n2 + 2 �

4.1 (1) x = 2 logt xより x+ 1 = 2 logt x+ 1 = 2 logt
√
tx · · · 1©

x >
1√
t− 1

より (t > 1)，(
√
t− 1)x > 1であるから

√
tx− (x+ 1) = (

√
t− 1)x− 1 > 0 ゆえに

√
tx > x+ 1 · · · 2©

1©， 2©から x+ 1 > 2 logt(x+ 1)

(2) (1)の結論に t = 2を代入すると，x >
1√
2− 1

=
√
2 + 1のとき

x = 2 log2 x =⇒ x+ 1 > 2 log2(x+ 1)

これから，x >
√
2 + 1のとき 2x = x2 =⇒ 2x+1 > (x+ 1)2 · · · (∗)

(∗)より，2N = N2 (N = 3)を満たす自然数Nが存在するならば，n > N

であるすべての自然数 nについて，次が成立する．

2n > n2

n 5 2 log2 nを変形すると 2n 5 n2 · · · (∗∗)
したがって，(∗∗)を満たす nは n 5 N に限られる．

n = 1, 2, 3, 4について，2nと n2の値を調べると，下の表から N = 4

n 1 2 3 4

2n 2 4 8 16

n2 1 4 9 16
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よって，(∗∗)を満たす nは n = 2, 3, 4 �

4.2 (1)

P (z) = z3 − 3z2 + (c+ 2)z − c

= z(z2 − 3z + 2) + c(z − 1)

= z(z − 1)(z − 2) + c(z − 1)

= (z − 1){z(z − 2) + c}
= (z − 1)(z2 − 2z + c)

P (z) = 0とすると (c > 1) z = 1, 1 ±
√
c − 1 i

O

Im

Re

1+
√
c−1i

1−
√
c−1i

1

√
c−1

−
√
c−1

(2) α =
1− i√

2
より，α4 = −1であるから

Q(z) = −α7z3 + 3α6z2 + (c+ 2)αz − c

= α3z3 − 3α2z2 + (c+ 2)αz − c

= P (αz)

Q(z) = 0より，P (αz) = 0であるから，(1)の結果を利用して

αz = 1, 1±
√
c− 1 i ゆえに z = α, α(1±

√
c− 1 i)

これを計算すると

α =
1√
2
(1 + i),

α(1±
√
c− 1 i) =

1√
2
(1 + i)(1±

√
c− 1 i)

=
1√
2
(1∓

√
c− 1) +

1√
2
(1±

√
c− 1)i

(複号同順)
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よって，Q(z) = 0の解のうち実部が最大のものは

1 +
√
c − 1

√
2

+
1 −

√
c − 1

√
2

i

(3) (2)で示したように，Q(z) = 0の解は，P (z) = 0の解を複素数平面上で原
点を中心に

π

4
だけ回転させたものであるから，これらの共通解 βは

β = 1 +
√
c− 1i =

1 +
√
c− 1√
2

+
1−

√
c− 1√
2

i

したがって 1 =
1 +

√
c− 1√
2

,
√
c− 1 =

1−
√
c− 1√
2

ゆえに
√
c− 1 =

√
2− 1 すなわち c = 4 − 2

√
2

β = 1 + (
√
2 − 1)i

別解 β = 1 +
√
c− 1i，arg β =

π

8
であるから

Im(β)

Re(β)
=

√
c− 1 = tan

π

8
=

√
2− 1 よって c = 4 − 2

√
2

�

4.3 (1) [x+ 1] = [x] + 1であるから，f(x) = (x− [x])2 − (x− [x]) +
1

6
について

f(x+ 1) = (x+ 1− [x+ 1])2 − (x+ 1− [x+ 1]) +
1

6

= (x− [x])2 − (x− [x]) +
1

6

= f(x)

(2) (1)の結果を利用する．

S(x) =
n∑

k=1

f

(
k

n
+ x

)
(A)

=
n−1∑
k=1

f

(
k

n
+ x

)
+ f(1 + x)

=
n−1∑
k=1

f

(
k

n
+ x

)
+ f(x)

=
n−1∑
k=0

f

(
k

n
+ x

)
(B)
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(B)の xを x+
1

n
に置き換えると

S

(
x+

1

n

)
=

n−1∑
k=0

f

(
k

n
+ x+

1

n

)

=
n−1∑
k=0

f

(
k + 1

n
+ x

)
=

n∑
k=1

f

(
k

n
+ x

)
= S(x)

(3) (B)を利用すると，0 5 x <
1

n
のとき，

0 5 k

n
+ x < 1 (k = 0, 1, · · · , n− 1)

このとき

S(x) =
n−1∑
k=0

f

(
k

n
+ x

)
=

n−1∑
k=0

{(
k

n
+ x

)2

−
(
k

n
+ x

)
+

1

6

}

=
n−1∑
k=0

(
k2

n2
+

2x− 1

n
k + x2 − x+

1

6

)
=

1

n2
·n(n− 1)(2n− 1)

6
+

2x− 1

n
·n(n− 1)

2
+ n

(
x2 − x+

1

6

)
= nx2 − x+

1

6n

S(0) = S

(
1

n

)
=

1

6n
> 0，S

(
1

2n

)
= − 1

12n
< 0に注意して，S(x) = 0

を解くと

x =
−(−1)±

√
(−1)2 − 4·n· 1

6n

2n
=

1±
√

1
3

2n
=

3 ±
√
3

6n

(4) (2)，(3)の結論から，S(x) = 0の解は (x = 0)

x =
3 ±

√
3

6n
+

j

n
(j = 0, 1, 2, · · · )

�

4.4 (1) A1 = {(x, y) | x = 1, 2, 3, . . . , n, y = 1}，
A2 = {(x, y) | x = 1, 2, 3, . . . , n, y = 2}とする．

(i) k = 0のとき，3点がすべてA1またはA2にあるから

pk =
2·nC3

2nC3

=
2·n(n− 1)(n− 2)

2n(2n− 1)(2n− 2)
=

n− 2

2(2n− 1)
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(ii) 1 5 k 5 n − 1のとき，3点 (j, 1)，(j + k, 1)，(l, 2) または 3点
(j, 2)，(j + k, 2)，(l, 1)を結んで得られる図形 (三角形)であるから
(j = 1, 2, . . . , n− k, l = 1, 2, . . . , n)

pk =
(n− k)·n·2

2nC3

=
3(n− k)

(n− 1)(2n− 1)

(iii) 0 5 X 5 n− 1

2
であるから，n 5 kのとき，pk = 0

(i)～(iii)より pk =



n − 2

2(2n − 1)
(k = 0)

3(n − k)

(n − 1)(2n − 1)
(1 5 k 5 n − 1)

0 (n 5 k)

(2) m =
[
n
2

]
とすると (mは n

2
を超えない最大の整数)

qn = p0 +
m∑
k=1

pk =
n− 2

2(2n− 1)
+

m∑
k=1

3(n− k)

(n− 1)(2n− 1)

=
n− 2

2(2n− 1)
+

3

(n− 1)(2n− 1)

{
nm− 1

2
m(m+ 1)

}
=

1− 2
n

2(2− 1
n
)
+

3

(1− 1
n
)(2− 1

n
)

{
m

n
− 1

2
·m
n

(
m

n
+

1

n

)}
n− 1

2
5
[n
2

]
5 n

2
より，

1

2

(
1− 1

n

)
5 m

n
5 1

2
であるから

lim
n→∞

m

n
=

1

2

したがって lim
n→∞

qn =
1

4
+

3

2

(
1

2
− 1

2
·1
2
·1
2

)
=

13

16
�

4.5 (1) C, C1, C2の半径はそれぞれ 1, p, qより

OD = 1− p, OE = 1− q, DE = p+ q

θ = ∠DOEであるから，4DOEに余弦定理を適用すると

DE2 = OD2 +OE2 − 2OD·OEcos θ

したがって (p+ q)2 = (1− p)2 + (1− q)2 − 2(1− p)(1− q) cos θ

qについて整理すると

{1 + p− (1− p) cos θ}q = (1− p)(1− cos θ)
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よって q =
(1 − p)(1 − cos θ)

1 + p − (1 − p) cos θ

θ O

E

D

C1

C2

C

(2) (1)の結果から

q =
(1− p) sin2 θ

{1 + p− (1− p) cos θ}(1 + cos θ)

したがって

lim
θ→0

q

θ2
= lim

θ→0

1− p

{1 + p− (1− p) cos θ}(1 + cos θ)

(
sin θ

θ

)2

=
1− p

{1 + p− (1− p)·1}(1 + 1)
·12 =

1 − p

4p
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(3) C1とC3の半径が等しいから，p =
√
2− 1より

OD = OF = 1− p = 2−
√
2 =

√
2p, DF = 2p

OD : OF : DF = 1 : 1 :
√
2であるから，4ODFは∠DOFが直角である直

角二等辺三角形である．また，DE = FEであるから，下の図より

θ =
3

4
π,

π

4

θ O

E

D F

C1 C3

C2

C

θ O

E

D F

C1 C3

C2

C

H H

p =
√
2− 1を (1)の結果に代入すると

q =
(2−

√
2)(1− cos θ)√

2− (2−
√
2) cos θ

• θ =
π

4
のとき

q =
(2−

√
2)
(
1− 1√

2

)
√
2− (2−

√
2) 1√

2

= (
√
2− 1)2 = 3− 2

√
2

• θ =
3

4
πのとき

q =
(2−

√
2)
(
1 + 1√

2

)
√
2 + (2−

√
2) 1√

2

=
1

2
√
2− 1

=
2
√
2 + 1

7

よって q = 3 − 2
√
2,

2
√
2 + 1

7
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(4) C1とC3の接点をHとすると，OD = 1− p，DH = pであるから

sin θ =
p

1− p
ゆえに p =

sin θ

1 + sin θ
(∗)

(∗)を (1)の結果に代入すると

q =

(
1− sin θ

1 + sin θ

)
(1− cos θ)

1 +
sin θ

1 + sin θ
−
(
1− sin θ

1 + sin θ

)
cos θ

=
1− cos θ

1− cos θ + 2 sin θ

=
(1− cos θ)(1 + cos θ)

(1− cos θ)(1 + cos θ) + 2 sin θ(1 + cos θ)

=
sin2 θ

sin2 θ + 2 sin θ(1 + cos θ)
=

sin θ

sin θ + 2(1 + cos θ)

上式および (∗)から

q

p
=

1 + sin θ

sin θ + 2(1 + cos θ)
よって lim

θ→0

q

p
=

1

4

�

4.6 (1) F (m, n) =
m+n−1∑
k=m

kCmt
kより (m = 0，n = 1，0 < t < 1)

n = 1のとき，F (m, 1) =
m∑

k=m

kCmt
k = tmより

(t− 1)F (m+ 1, 1) + tF (m, 1) = (t− 1)tm+1 + t·tm = tm+2
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n > 1のとき，

(t− 1)F (m+ 1, n) + tF (m, n)

= (t− 1)
m+n∑

k=m+1

kCm+1t
k + t

m+n−1∑
k=m

kCmt
k

= (t− 1)
m+n−1∑
k=m

k+1Cm+1t
k+1 + t

m+n−1∑
k=m

kCmt
k

=
m+n−1∑
k=m

k+1Cm+1t
k+2 −

m+n−1∑
k=m

(k+1Cm+1 − kCm)t
k+1

=
m+n−1∑
k=m

k+1Cm+1t
k+2 −

m+n−1∑
k=m+1

(k+1Cm+1 − kCm)t
k+1

= tm+2 +
m+n−1∑
k=m+1

k+1Cm+1t
k+2 −

m+n−1∑
k=m+1

kCm+1t
k+1

= m+nCm+1t
m+n+1

よって p = m + n + 1, A = m+nCm+1

(2) (1)で求めたAを

(
m+ n

m+ 1

)
とおくと

(
m+ n

m+ 1

)
=

(m+ n)!

(m+ 1)!(n− 1)!
=

1

(m+ 1)!
·(m+ n)!

(n− 1)!

=
1

(m+ 1)!

m∏
k=0

(k + n) (∗)

したがって，

(
m+ n

m+ 1

)
は，nのm+ 1次多項式である．
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(1)の結果から (t− 1)F (m+ 1, n) + tF (m, n) =

(
m+ n

m+ 1

)
tm+n+1

F (m, n)− 1− t

t
F (m+ 1, n) =

(
m+ n

m+ 1

)
tm+n

上式の両辺に
(
1− t

t

)m

を掛けると

(
1− t

t

)m

F (m, n)−
(
1− t

t

)m+1

F (m+ 1, n)

= tn

(
m+ n

m+ 1

)
(1− t)m

m = 1のとき

m−1∑
j=0

{(
1− t

t

)j

F (j, n)−
(
1− t

t

)j+1

F (j + 1, n)

}

= tn
m−1∑
j=0

(
j + n

j + 1

)
(1− t)j

したがって

F (0, n)−
(
1− t

t

)m

F (m, n) = tn
m−1∑
j=0

(
j + n

j + 1

)
(1− t)j (P)

ここで，定義式より

F (0, n) =
n−1∑
k=0

kC0t
k =

n−1∑
k=0

tk =
1− tn

1− t
(Q)

(∗)を利用して，(P)，(Q)の 2式について，n → ∞とすると

lim
n→∞

{
F (0, n)−

(
1− t

t

)m

F (m, n)

}
= 0,

lim
n→∞

F (0, n) =
1

1− t

したがって lim
n→∞

F (m, n) =
1

1− t

(
t

1− t

)m

上式はm = 0のときも成立するから

lim
n→∞

F (m, n) =
1

1 − t

(
t

1 − t

)m

�
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4.7 (1) tan θ =
a

b
，A0 = A，C0 = Cとおくと

C0A0 = 2a, A0C1 = C0A0 tan θ = 2a tan θ,

C1A1 = A0C1 tan θ = 2a tan2 θ, A1C2 = C1A1 tan θ = 2a tan3 θ

これから

−−−→
A0A1 = (2a tan2 θ,−2a tan θ),

−−−→
C0C1 = (2a,−2a tan θ)

−−−−−→
AnAn+1 = (tan2 θ)

−−−−−→
An−1An，

−−−−−→
CnCn+1 = (tan2 θ)

−−−−−→
Cn−1Cn

したがって

−−→
OAn =

−−→
OA0 +

n−1∑
k=0

−−−−−→
AkAk+1 = (a, 0) +

1− tan2n θ

1− tan2 θ
(2a tan2 θ,−2a tan θ)

−−→
OCn =

−−→
OC0 +

n−1∑
k=0

−−−−→
CkCk+1 = (−a, 0) +

1− tan2n θ

1− tan2 θ
(2a,−2a tan θ)

O

y

x

`

k

A(= A0)

a

Bb

C(= C0)

−a

A1

A2

A3

C1

C2

C3

θ
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前の 2式について tan θ =
a

b
とすると

−−→
OAn = (a, 0) +

b2

b2 − a2

{
1−

(a
b

)2n}(2a3

b2
,−2a2

b

)
= (a, 0) +

2a2

b2 − a2

{
1−

(a
b

)2n}
(a,−b)

=

(
a(b2 + a2)

b2 − a2
− 2a3

b2 − a2

(a
b

)2n
,− 2a2b

b2 − a2

{
1−

(a
b

)2n})
,

−−→
OCn = (−a, 0) +

b2

b2 − a2

{
1−

(a
b

)2n}(
2a,−2a2

b

)
= (−a, 0) +

2ab

b2 − a2

{
1−

(a
b

)2n}
(b,−a)

=

(
a(b2 + a2)

b2 − a2
− 2ab2

b2 − a2

(a
b

)2n
,− 2a2b

b2 − a2

{
1−

(a
b

)2n})
よって，求める座標は

An

(
a(b2 + a2)

b2 − a2
−

2a3

b2 − a2

(
a

b

)2n

,−
2a2b

b2 − a2

{
1 −

(
a

b

)2n
})

Cn

(
a(b2 + a2)

b2 − a2
−

2ab2

b2 − a2

(
a

b

)2n

,−
2a2b

b2 − a2

{
1 −

(
a

b

)2n
})

(2) 点Anの x座標を xnとすると

Sn = 4ABC× xn

a
=

1

2
·2a·b× 1

a

{
a(b2 + a2)

b2 − a2
− 2a3

b2 − a2

(a
b

)2n}
= ab

{
b2 + a2

b2 − a2
−

2a2

b2 − a2

(
a

b

)2n
}

(3) BC = BAであるから

BAn

BC
=

BAn

BA
=

xn

a
=

b2 + a2

b2 − a2
− 2a2

b2 − a2

(a
b

)2n
0 < a < bより，0 <

a

b
< 1であるから

lim
n→∞

BAn

BC
=

b2 + a2

b2 − a2

�
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4.8 (1) 与えられた条件から，次の確率漸化式が成立する．

X1 =
1

3
, Xn+1 =

2

3
Xn +

1

3
(1−Xn) =

1

3
Xn +

1

3

Xn+1 −
1

2
=

1

3

(
Xn −

1

2

)
, X1 −

1

2
= −1

6
より

Xn −
1

2
= −1

6
·
(
1

3

)n−1

よって Xn =
1

2

(
1 −

1

3n

)
別解 1 成功しない確率をXnとすると

Xn =

[n−1
2

]∑
k=0

nC2k+1

(
1

3

)2k+1(
2

3

)n−2k−1

Xn =

[n
2
]∑

k=0

nC2k

(
1

3

)2k (
2

3

)n−2k

Xn +Xn =

(
1

3
+

2

3

)n

, −Xn +Xn =

(
−1

3
+

2

3

)n

上の 2式から Xn =
1

2

(
1 −

1

3n

)
別解 2 次の関数を考える．

ϕn(x) =
n∏

k=1

{pkx+ (1− pk)}

C1, C2, . . . , Cnの中で表が j回出た確率は ϕn(x)の xjの係数に等しい．

ϕn(x)は，偶関数
ϕn(x) + ϕn(−x)

2
と奇関数

ϕn(x)− ϕn(−x)

2
の和である．

ϕn(x) =
ϕn(x) + ϕn(−x)

2
+

ϕn(x)− ϕn(−x)

2

したがって，成功する確率，すなわち，奇関数
ϕn(x)− ϕn(−x)

2
の係数の和

Xn =
ϕn(1)− ϕn(−1)

2

=
1

2
− 1

2

n∏
k=1

(1− 2pk) =
1

2
− 1

2

n∏
k=1

(
1− 2·1

3

)
=

1

2
− 1

2

n∏
k=1

1

3
=

1

2
− 1

2

(
1

3

)n

=
1

2

(
1 −

1

3n

)
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(2) 与えられた条件から，次の確率漸化式が成立する．

Y1 =
1

4
, Yn+1 = (1− pn+1)Yn + pn+1(1− Yn)

pn =
1

2(n+ 1)
であるから

Yn+1 =
n+ 1

n+ 2
Yn +

1

2(n+ 2)
ゆえに (n+ 2)Yn+1 − (n+ 1)Yn =

1

2

n > 1のとき
n−1∑
k=1

{(k + 2)Yk+1 − (k + 1)Yk} =
n−1∑
k=1

1

2

したがって (n+ 1)Yn − 2Y1 =
1

2
(n− 1)

上式は，n = 1のときも成立するから Yn =
n

2(n + 1)

別解 次の関数を考える．

fn(x) =
n∏

k=1

{pkx+ (1− pk)}

C1, C2, . . . , Cnの中で表が j回出た確率は fn(x)の xjの係数に等しい．

fn(x)は，偶関数
fn(x) + fn(−x)

2
と奇関数

fn(x)− fn(−x)

2
の和である．

fn(x) =
fn(x) + fn(−x)

2
+

fn(x)− fn(−x)

2

したがって，成功する確率，すなわち，奇関数
fn(x)− fn(−x)

2
の係数の和

Yn =
fn(1)− fn(−1)

2

=
1

2
− 1

2

n∏
k=1

(1− 2pk) =
1

2
− 1

2

n∏
k=1

{
1− 2· 1

2(k + 1)

}
=

1

2
− 1

2

n∏
k=1

k

k + 1
=

1

2
− 1

2(n+ 1)
=

n

2(n + 1)
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(3) 次の関数を考える．

gn(x) =
n∏

k=1

{pkx+ (1− pk)}

=
m∏
k=1

{
1

3m
x+

(
1− 1

3m

)} 2m∏
k=m+1

{
2

3m
x+

(
1− 2

3m

)}

×
3m∏

k=2m+1

{
1

m
x+

(
1− 1

m

)}
=

{
1

3m
x+

(
1− 1

3m

)}m{
2

3m
x+

(
1− 2

3m

)}m{
1

m
x+

(
1− 1

m

)}m

C1, C2, . . . , Cnの中で表が j回出た確率は gn(x)の xjの係数に等しい．

gn(x)は，偶関数
gn(x) + gn(−x)

2
と奇関数

gn(x)− gn(−x)

2
の和である．

したがって，成功する確率，すなわち，奇関数
gn(x)− gn(−x)

2
の係数の和

Z3m =
gn(1)− gn(−1)

2

=
1

2

{
1−

(
1− 2

3m

)m(
1− 4

3m

)m(
1− 2

m

)m}
ここで

lim
m→∞

(
1− 2

3m

)m

= lim
m→∞

{(
1− 2

3m

)− 3m
2

}− 2
3

= e−
2
3

lim
m→∞

(
1− 4

3m

)m

= lim
m→∞

{(
1− 4

3m

)− 3m
4

}− 4
3

= e−
4
3

lim
m→∞

(
1− 2

m

)m

= lim
m→∞

{(
1− 2

m

)−m
2

}−2

= e−2

よって

lim
m→∞

Z3m = lim
m→∞

1

2

(
1− e−

2
3 e−

4
3 e−2

)
=

1 − e−4

2

�
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4.9 ak = 2
√
kについて akの整数部分が n桁であるとき

10n−1 5 2
√
k < 10n

上式の辺々の常用対数をとると n− 1 5
√
k log10 2 < n(

n− 1

log10 2

)2

5 k <

(
n

log10 2

)2

[x]を xを超えない最大の整数とすると，整数 kの範囲は[(
n− 1

log10 2

)2
]
+ 1 5 k 5

[(
n

log10 2

)2
]

したがって

Nn =

[(
n

log10 2

)2
]
−

[(
n− 1

log10 2

)2
]

akの整数部分が n桁であり，その最高位の数字が 1であるとき

10n−1 5 2
√
k < 2× 10n−1

上式の辺々の常用対数をとると n− 1 5
√
k log10 2 < log10 2 + n− 1(

n− 1

log10 2

)2

5 k <

(
1 +

n− 1

log10 2

)2

このとき，整数 kの範囲は[(
n− 1

log10 2

)2
]
+ 1 5 k 5

[(
1 +

n− 1

log10 2

)2
]

したがって

Ln =

[(
1 +

n− 1

log10 2

)2
]
−

[(
n− 1

log10 2

)2
]

x− 1 < [x] 5 xであるから，x− y − 1 < [x]− [y] < x− y + 1より(
n

log10 2

)2

−
(

n− 1

log10 2

)2

− 1 < Nn <

(
n

log10 2

)2

−
(

n− 1

log10 2

)2

+ 1,(
1 +

n− 1

log10 2

)2

−
(

n− 1

log10 2

)2

− 1 < Ln <

(
1 +

n− 1

log10 2

)2

−
(

n− 1

log10 2

)2

+ 1
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前の 2式をそれぞれ整理すると

2n− 1

(log10 2)
2
− 1 < Nn <

2n− 1

(log10 2)
2
+ 1,

2n− 2

log10 2
< Ln <

2n− 2

log10 2
+ 2

上の 2式をそれぞれ 2nで割ると

1− 1
2n

(log10 2)
2
− 1

2n
<

Nn

2n
<

1− 1
2n

(log10 2)
2
+

1

2n
,

1− 1
n

log10 2
<

Ln

2n
<

1− 1
n

log10 2
+

1

n

はさみうちの原理により

lim
n→∞

Nn

2n
=

1

(log10 2)
2
, lim

n→∞

Ln

2n
=

1

log10 2

よって

lim
n→∞

Ln

Nn

= lim
n→∞

Ln

2n
· 2n
Nn

=
1

log10 2
·(log10 2)2 = log10 2

�

4.10 (1) xf(x) = log(2x− 3)の両辺を微分すると

f(x) + xf ′(x) =
2

2x− 3

両辺に x(2x− 3)を掛けると

x(2x− 3)f(x) + x2(2x− 3)f ′(x) = 2x

したがって g(x) = x2(2x− 3)f ′(x) = 2x− x(2x− 3)f(x)

= 2x − (2x − 3) log(2x − 3)

(2) (1)の結果から g′(x) = −2 log(2x− 3)

x (0) · · · 2 · · ·
g′(x) + 0 −
g(x) ↗ 4 ↘

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

{2x− (2x− 3) log(2x− 3)}

= lim
x→∞

(2x− 3)

{
2x

2x− 3
− log(2x− 3)

}
= −∞

よって g(α) = 0を満たす 2以上の実数 αがただ 1つ存在する．
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(3) x > 2のとき，f ′(x)の符号は g(x)の符号と一致するから

x 2 · · · α · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 極大 ↘

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

log(2x− 3)

x
= lim

x→∞

2x− 3

x
· log(2x− 3)

2x− 3
= 0

したがって，グラフの概形は次のようになる．

O

y

xα2

(4) f(x) =
log(2x− 3)

x
より ef(x) = (2x− 3)

1
x

h(x) = (2x− 3)
1
x とすると (x = 2)，h(x)は x = αで極大値をとる．

34 = 81, 53 = 125より 34 < 53 ゆえに 3
1
3 < 5

1
4

55 = 3125, 74 = 2401より 55 > 74 ゆえに 5
1
4 > 7

1
5

9
1
6 = 3

1
3 より h(6) = h(3) ゆえに 3

1
3 < 5

1
4 > 7

1
5 > 9

1
6 = 3

1
3

すなわち h(3) < h(4) > h(5) > h(6) = h(3) · · · 1©
2整数m, n (2 5 m < n)が

(2m− 3)n = (2n− 3)m すなわち h(m) = h(n)

を満たすとき，2 < m < αであるから (3 < α < 5)， 1©より

(m, n) = (3, 6)

�

4.11 (1) 曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における法線の方程式は

x− t+ f ′(t){y − f(t)} = 0

この直線が点 (c(t), 0)を通るから

c(t)− t− f ′(t)f(t) = 0 ゆえに c(t) = t+ f ′(t)f(t)
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2点 (c(t), 0), (t, f(t))間の距離 r(t)は，上の結果から

r(t)2 = (t− c(t))2 + f(t)2

= {f ′(t)f(t)}2 + f(t)2 = {f ′(t)2 + 1}f(t)2

f(x) = −
√
2

4
(x2 − 16)より，f ′(x) = −

√
2

2
x であるから

c(t) = t+

(
−
√
2

2
t

){
−
√
2

4
(t2 − 16)

}
=

t3

4
− 3t,

r(t)2 =


(
−
√
2

2
t

)2

+ 1


{
−
√
2

4
(t2 − 16)

}2

=
1

16
(t2 + 2)(t2 − 16)2

=
1

16
(t2 + 2)(t + 4)2(t − 4)2

O

y

xtc(t)
−4 4

4
√
2

Ct

r(t)

y = f(x)

(t, f(t))
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(2) f(3) =
7
√
2

4
より，0 < a < f(3)を満たすから

0 < a2 <
49

8

(1)の結果から，円Ctの方程式は

Ct :

(
x− t3

4
+ 3t

)2

+ y2 =
1

16
(t2 + 2)(t+ 4)2(t− 4)2

点 (3, a)はCt上にあるから(
3− t3

4
+ 3t

)2

+ a2 =
1

16
(t2 + 2)(t+ 4)2(t− 4)2

a2について解くと a2 = −3

8
t4 +

3

2
t3 + 3t2 − 18t+ 23

g(t) = −3

8
t4 +

3

2
t3 + 3t2 − 18t+ 23とおくと (0 < t < 4)

g′(t) = −3

2
t3 +

9

2
t2 + 6t− 18

= −3

2
(t3 − 3t2 − 4t+ 12) = −3

2
(t+ 2)(t− 2)(t− 3)

g(t)の増減表は，次のようになる．

t (0) · · · 2 · · · 3 · · · 4

g′(t) − 0 + 0 −
g(t) (23) ↘ 5 ↗ 49

8
↘ (−1)

g(t) = a2の実数解 tの個数は
0 < a2 < 5 のとき 1個
a2 = 5 のとき 2個

5 < a2 <
49

8
のとき 3個

したがって


0 < a <

√
5 のとき 1個

a =
√
5 のとき 2個

√
5 < a <

7

4

√
2 のとき 3個

�
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4.12 (1) y =
1

2
x2より y′ = x

Ta

(
a,

1

2
a2
)
における曲線 y =

1

2
x2の接ベクトルは (1, a)

これを
π

2
だけ回転させた単位法ベクトルは

(
− a√

1 + a2
,

1√
1 + a2

)
Saの中心を Pa，半径を raとすると

−−−→
TaPa = ra

(
− a√

1 + a2
,

1√
1 + a2

)
これから

−−→
OPa =

−−→
OTa +

−−−→
TaPa

=

(
a,

1

2
a2
)
+ ra

(
− a√

1 + a2
,

1√
1 + a2

)
−−→
OPaの x成分は raであるから

ra = a+ ra

(
− a√

1 + a2

)
ゆえに ra = a

√
1 + a2

(√
1 + a2 − a

)
したがって

−−→
OPa =

(
a,

1

2
a2
)
+ a

√
1 + a2

(√
1 + a2 − a

)(
− a√

1 + a2
,

1√
1 + a2

)
=

(
a3 + a− a2

√
1 + a2, a

√
1 + a2 − 1

2
a2
)

(∗)

O

y

x

Pa

Sa

y =
1

2
x2

a

1
2
a2

Ta

ra

Pは a = 1のときの Paであるから，(∗)に a = 1を代入して

P

(
2 −

√
2,

√
2 −

1

2

)
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(2) (∗)から C : (x, y) =

(
a3 + a− a2

√
1 + a2, a

√
1 + a2 − 1

2
a2
)

dx

da
= 3a2 + 1− 2a

√
1 + a2 − a3√

1 + a2

dy

da
=

√
1 + a2 +

a2√
1 + a2

− a

点 Pにおける曲線Cの接ベクトルは，上の 2式に a = 1を代入して(
dx

da
,
dy

da

)
=

(
4− 5

2

√
2,

3
√
2

2
− 1

)

よって，点 Pにおける曲線Cの接線の傾きは

dy

dx
=

dy
da
dx
da

=
3
√
2

2
− 1

4− 5
2

√
2
= 1 +

√
2

�

4.13 (1) h(x) = 3x3 − 2− 1

x
より h′(x) = 9x2 +

1

x2
> 0

h(x)は x > 0で増加し，h(1) = 0より，x > 0における解は x = 1

(2) f(x) =
log x

xn
より f ′(x) =

1− n log x

xn+1

x (0) · · · e
1
n · · ·

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 1

ne
↘

O

y

x1 e
1
n

1
ne

(3) (2)の結果から，e
1
n < xの範囲で f(x)は単調減少であるから

f(e) > f(π) ゆえに
1

en
>

log π

πn

したがって πn log e > en log π よって e(πn) > π(en)
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(4)

∫ x

e

(f(t) + xt2) dt =

∫ x

e

f(t) dt+ x

∫ x

e

t2 dt であるから

∫ x

e

(f(t) + xt2) dt =

∫ x

e

f(t) dt+ x

[
t3

3

]x
e

=

∫ x

e

f(t) dt+
x4

3
− 1

3
e3x

g(x) =
5

12
x4 +

(
1

3
e3 − 2

)
x− log x+

∫ x

e

(f(t) + xt2) dtより

g(x) =
3

4
x4 − 2x− log x+

∫ x

e

f(t) dt (∗)

これを xについて微分すると g′(x) = h(x) + f(x)

0 < x < 1 において h(x) < 0, f(x) < 0より g′(x) < 0

1 < x において h(x) > 0, f(x) > 0より g′(x) > 0

h(1) = f(1) = 0より g′(1) = h(1) + f(1) = 0

よって g(x)は，x = 1で最小．

(5) n = 1のとき∫ 1

e

f(t) dt =

∫ 1

e

log t

t
dt =

1

2

[
(log t)2

]1
e

= −1

2

n > 1のとき∫ 1

e

f(t) dt =

∫ 1

e

t−n log t dt =
1

−n+ 1

∫ 1

e

(t−n+1)′ log t dt

=
1

−n+ 1

[
t−n+1 log t

]1
e

− 1

−n+ 1

∫ 1

e

t−n dt

= − e−n+1

−n+ 1
− 1

(−n+ 1)2

[
t−n+1

]1
e

= − e−n+1

−n+ 1
− 1− e−n+1

(−n+ 1)2
=

ne−n+1 − 1

(n− 1)2

x = 1のとき
3

4
x4 − 2x− log x = −5

4
，(∗)より

n = 1のとき 最小値 g(1) = −5

4
+

(
−1

2

)
= −

7

4

n > 1のとき 最小値 g(1) = −
5

4
+

ne−n+1 − 1

(n − 1)2
�
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4.14 (1) I(m, n) =

∫ e

1

xmex(log x)n dxより (m, nは自然数)

I(m+ 1, n+ 1)

=

∫ e

1

(ex)′xm+1(log x)n+1 dx

=

[
exxm+1(log x)n+1

]e
1

−
∫ e

1

ex
{
ex(m+ 1)xm(log x)n+1 + xm+1(n+ 1)(log x)n

1

x

}
dx

= em+e+1

− (m+ 1)

∫ e

1

xmex(log x)n+1 dx− (n+ 1)

∫ e

1

xmex(log x)n dx

= em+e+1 − (m + 1)I(m, n + 1) − (n + 1)I(m, n)

(2) 1 5 x 5 eにおいて，xmex(log x)n = 0であるから (m, nは自然数)

I(m, n) =

∫ e

1

xmex(log x)n dx = 0

上式および (1)の結果から

0 5 (n+ 1)I(m, n) 5 em+e+1 − (m+ 1)I(m, n+ 1) 5 em+e+1

したがって 0 5 I(m, n) 5 em+e+1

n+ 1

lim
n→∞

em+e+1

n+ 1
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

I(m, n) = 0
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別解 1 5 x 5 eにおいて，0 5 xmex(log x)n 5 em+e(log x)nであるから

0 5 I(m, n) 5 em+e

∫ e

1

(log x)n dx

x = etとおくと
dx

dt
= et

x 1 −→ e

t 0 −→ 1

0 5
∫ e

1

(log x)n dx =

∫ 1

0

tnet dt =

∫ 1− 1
n

0

tnet dt+

∫ 1

1− 1
n

tnet dt

5 e

∫ 1− 1
n

0

tn dt+ e

∫ 1

1− 1
n

dt

=
e

n+ 1

(
1− 1

n

)n+1

+
e

n

ここで lim
n→∞

(
1− 1

n

)n+1

= lim
n→∞

(
1− 1

n

){(
1− 1

n

)−n
}−1

=
1

e

lim
n→∞

{
e

n+ 1

(
1− 1

n

)n+1

+
e

n

}
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

∫ e

1

(log x)n dx = 0 よって lim
n→∞

I(m, n) = 0

�
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4.15 (1) f(x) = sin2 x− cosx− 1 + k

(
0 5 x 5 3π

2

)
より

f(x) = − cos2 x− cosx+ k

= −
(
cos x+

1

2

)2

+ k +
1

4

(∗) t = cos xとし (−1 5 t 5 1)，関数

ϕ(t) = −t2 − t+ k = −
(
t+

1

2

)2

+ k +
1

4

とすると

t −1 · · · −1
2

· · · 0 · · · 1

ϕ(t) k ↗ k + 1
4

↘ k ↘ k − 2

f(x) = 0が解をもつのは，k − 2 5 0 5 k + 1
4
のときである．

0 5 x 5 3π

2
より，t (−1 5 t 5 1)の値に対する (∗)を満たす xの個数は

t = −1のとき 1個，−1 < t 5 0のとき 2個，0 < t 5 1のとき 1個

したがって 0 < k − 2のとき 0個
k − 2 5 0 < kのとき 1個
k = 0のとき 3個
k < 0 < k + 1

4
のとき 4個

k + 1
4
= 0のとき 2個

k + 1
4
< 0のとき 0個
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よって 2 < kのとき 0個
0 < k 5 2のとき 1個
k = 0のとき 3個
−1

4
< k < 0のとき 4個

k = −1
4
のとき 2個

k < −1
4
のとき 0個

O

t

k2

1

−1
4

−1
2

−1

O

t

x

k = t2 + t t = cos x (0 5 x 5 3π
2
)

π
2

π
3π
2

(2) (1)の結果から，f(x) = 0の解の個数が 2個以上であるとき

−1

4
5 k 5 0 · · · 1©

f(x) = ϕ(t)，t = cos xより，α = cos p1，β = cos p2とおくと

ϕ(α) = ϕ(β) = 0 ゆえに ϕ(t) = −(t− α)(t− β)

(∗)より， dt

dx
= − sin xであるから

g(k) =

∫ p2

p1

f(x) sin x dx = −
∫ β

α

ϕ(t) dt

=

∫ β

α

(t− α)(t− β) dt = −1

6
(β − α)3 =

1

6
(α− β)3

ϕ(t) = 0の解と係数の関係により α + β = −1, αβ = −k · · · 2©

(α− β)2 = (α + β)2 − 4αβ = 1 + 4k

1©， 2©より，α = cos p1 5 0, β = cos p2 5 0 であるから，tに対する xの
値に注意すると

π

2
5 p1 < p2 5 π ゆえに cos p2 5 cos p1

(
等号は k = −1

4
のとき

)
α− β = 0であるから α− β =

√
1 + 4k ゆえに g(k) =

1

6
(1 + 4k)

3
2

1©より 最大値 g(0) =
1

6
，最小値 g

(
−
1

4

)
= 0 �
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4.16 (1) P(0, 0, 1)，Q(cos θ, sin θ, 0)より
−→
PQ = (cos θ, sin θ,−1)

−→
PR = t

−→
PQとすると (tは媒介変数)

−→
OR =

−→
OP+ t

−→
PQ = (0, 0, 1) + t(cos θ, sin θ,−1)

= (t cos θ, t sin θ, 1− t)

Rは平面 z = x上の点であるから

1− t = t cos θ ゆえに t =
1

1 + cos θ

|
−→
PQ| =

√
2であるから r(θ) = |t||

−→
PQ| =

√
2

1 + cos θ

P 1

Q

A

B

−1

1

1x

z

y

R

−1

θ

O

E

D

K

C

(2) 右の図の展開図において，PRの偏角を ϕと
し，これとD上の偏角 θ について

θ =
√
2ϕ

であるから，r̃(ϕ) = r(θ)とすると

r̃(ϕ) =

√
2

1 + cos
√
2ϕ

　

θ

ϕ

1

√
2

D
O

P

Q

RA B
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θと ϕの変換に注意して

S(θ + h)− S(θ) =
1

2

∫ θ+h√
2

θ√
2

r̃(ϕ)2 dϕ (A)

r̃(ϕ) = r(
√
2ϕ)，r̃(ϕ)は 0 5 ϕ 5 π

2
√
2
において，単調増加であるから

1

2

∫ θ+h√
2

θ√
2

r̃

(
θ√
2

)2

dϕ 5 1

2

∫ θ+h√
2

θ√
2

r̃(ϕ)2 dϕ 5 1

2

∫ θ+h√
2

θ√
2

r̃

(
θ + h√

2

)2

dϕ

したがって
h{r(θ)}2

2
√
2

5 1

2

∫ θ+h√
2

θ√
2

r̃(ϕ)2 dϕ 5 h{r(θ + h)}2

2
√
2

(B)

(A)，(B)から次式が成立する．

h{r(θ)}2

2
√
2

5 S(θ + h)− S(θ) 5 h{r(θ + h)}2

2
√
2

(3) 展開図において，半径
√
2で中心角∠APB =

π√
2
の扇形の面積をS1とし，

線分 PRが通過する部分の面積を S2とすると

S1 =
1

2
(
√
2)2· π√

2
=

π√
2
,

S2 =
1

2

∫ π
2
√

2

− π
2
√

2

r̃(ϕ)2 dϕ =
1

2

∫ π
2

−π
2

r(θ)2· dθ√
2

=
1

2
√
2

∫ π
2

−π
2

( √
2

1 + cos θ

)2

dθ =
√
2

∫ π
2

0

(
1

1 + cos θ

)2

dθ

u = tan
θ

2
とすると

du

dθ
=

1

2 cos2 θ
2

=
1 + u2

2

θ 0 −→ π
2

u 0 −→ 1

cos θ =
1− u2

1 + u2
より，

1

1 + cos θ
=

1 + u2

2
であるから

S2 =
√
2

∫ 1

0

(
1 + u2

2

)2
2du

1 + u2
=

√
2

2

∫ 1

0

(1 + u2) du =
2
√
2

3

よって T = S1 − S2 =
π
√
2
−

2
√
2

3

補足 (2)の結果から，S ′(θ) = lim
h→0

S(θ + h)− S(θ)

h
=

1

2
r(θ)2でもよい． �
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4.17 3直線AB，BD，ACの方程式は

直線AB : x+ y = 1, z = 0,

直線BD : x =
y − 1

−2
= z,

直線AC : z + x = 1, y = 0

3直線AB，BD，ACと平面 x = tとの
交点をそれぞれ P，Q，Rとすると

P(t, 1− t, 0) (0 5 t 5 1),

Q(t, 1− 2t, t) (0 5 t 5 1
2
),

R(t, 0, 1− t) (1
2
5 t 5 1)

　

A

B

1

1

C

D

1

x

y

z

O
1
2

　

4ABDの平面 x = tによる断面は次のようになる．

z

y

z

y

z

y
P

Q

P

Q

P

R

H
H

1− t 1− t 1− t

1− t

1− 2t1− 2t

t
t

(i) 0 5 t 5 1
3

(ii) 1
3
5 t 5 1

2
(iii) 1

2
5 t 5 1

O′ O′ O′

直線 PQと x軸との距離をO′Hとすると，図 (i)～図 (iii)より

O′H =
O′P√

2
, O′P = 1− t, O′Q =

√
(1− 2t)2 + t2

求める回転体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 1
3

0

(O′P2 −O′Q2) dt+

∫ 1

1
3

(O′P2 −O′H2) dt

=

∫ 1
3

0

(2t− 4t2) dt+

∫ 1

1
3

1

2
(t− 1)2 dt

=

[
t2 − 4

3
t3
] 1

3

0

+

[
1

6
(t− 1)3

]1
1
3

=
1

9

したがって V =
π

9
�
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4.18 (1) (∗) f ′(t) = −f(t)g(t), g′(t) = f(t)2より

2f ′(t)f(t) = −2f(t)2g(t) = −2g′(t)g(t)

したがって 2f(t)f ′(t) + 2g(t)g′(t) = 0

これを tについて積分すると

f(t)2 + g(t)2 = C1 (C1は積分定数)

f(0) = 1，g(0) = 0より，C1 = 1であるから

(∗∗) p(t) = f(t)2 + g(t)2 = 1 よって p′(t) = 0

(2) f(t)2 + g(t)2 = 1，g′(t) = −f(t)2から f(t)2を消去すると

g′(t) = 1− g(t)2

|g(t)| < 1より，g(t) 6= ±1に注意して

g′(t)

1 + g(t)
+

g′(t)

1− g(t)
= 2

両辺を tについて積分すると

log

∣∣∣∣1 + g(t)

1− g(t)

∣∣∣∣ = 2t+ C2 (C2は積分定数)

|g(t)| < 1，g(0) = 0より，C2 = 0であるから

q(t) = log
1 + g(t)

1− g(t)
= 2t ゆえに q′(t) = 2

したがって，q′(t)は定数である．

(3) (2)の結果から

1 + g(t)

1− g(t)
= e2t ゆえに g(t) =

e2t − 1

e2t + 1

よって lim
t→∞

g(t) = lim
t→∞

e2t − 1

e2t + 1
= lim

t→∞

1− e−2t

1 + e−2t
= 1
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(4) f ′(t) = −f(t)g(t)および (3)で求めた g(t)より

f ′(t)

f(t)
= −e2t − 1

e2t + 1
= 1− 2e2t

1 + e2t

f(t) > 0に注意して，両辺を tについて積分すると

log f(t) = t− log(1 + e2t) + logC3 (C3は積分定数)

したがって log f(t) = log
C3e

t

1 + e2t
ゆえに f(t) =

C3e
t

1 + e2t

f(0) = 1より，C3 = 2であるから f(t) =
2et

1 + e2t

f(T ) = g(T )とすると
2eT

1 + e2T
=

1− e2T

1 + e2T

2eT = 1− e2T ゆえに eT = 1 +
√
2 · · · 1©

(∗)，(∗∗)より

f ′(t)2 + g′(t)2 = f(t)2g(t)2 + f(t)4

= f(t)2{g(t)2 + f(t)2}
= f(t)2

求める弧長を Lとすると，f(t) > 0であるから

L =

∫ T

0

√
f ′(t)2 + g′(t)2 dt =

∫ T

0

f(t) dt =

∫ T

0

2et

1 + e2t
dt

u = etとおくと
du

dt
= et 1©により t 0 −→ T

u 1 −→ 1 +
√
2

L =

∫ 1+
√
2

1

1

1 + u2
du

u = tan θとおくと
du

dθ
=

1

cos2 θ

u 1 −→ 1 +
√
2

θ π
4
−→ 3

8
π

L =

∫ 3
8
π

π
4

2

1 + tan2 θ
· dθ

cos2 θ
=

[
2θ

] 3
8
π

π
4

=
π

4

�
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4.19 (1) n回の試行で赤玉を k回取り出す確率を Pn(k)とすると

Pn(k) =
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k (k = 0, 1, · · · , n)

したがって

f(1) = 1− Pn(0) = 1 − (1 − p)n

f(2) = 1− Pn(0)− Pn(1) = 1 − (1 − p)n − np(1 − p)n−1

(2) 等式

f(k) =
n!

(k − 1)!(n− k)!

∫ p

0

xk−1(1− x)n−k dx

を変形すると (k = 1, 2, · · · , n)

f(k) =
n!

k!(n− k)!

∫ p

0

(xk)′(1− x)n−k dx

=
n!

k!(n− k)!

[
xk(1− x)n−k

]p
0

− n!

k!(n− k − 1)!

∫ p

0

xk(1− x)n−k−1(−1) dx

=
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k +

n!

k!(n− k − 1)!

∫ p

0

xk(1− x)n−k−1 dx

= Pn(k) + f(k + 1)

f(k)− f(k + 1) = Pn(k)が成立するから (k = 1, 2, · · ·n− 1)

k−1∑
j=1

{f(j)− f(j + 1)} =
k−1∑
j=1

Pn(j)

f(1)− f(k) =
k−1∑
j=1

Pn(j)

1− Pn(0)− f(k) =
k−1∑
j=1

Pn(j)

1−
k−1∑
j=0

Pn(j) = f(k)

k = nのときも成立するから f(k) = 1−
k−1∑
j=0

Pn(j) (k = 1, 2, · · · , n)
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(3) (2)で示した結果において，f(k)を fn(k)とおくと

fn(k) = 1−
k−1∑
j=0

Pn(j) =
n!

(k − 1)!(n− k)!

∫ p

0

xk−1(1− x)n−k dx

上式において，n, kをそれぞれ 2k + 1, k + 1とおくと，p =
1

2
のとき，

f2k+1(k + 1) =
1

2
であるから

1

2
=

(2k + 1)!

(k!)2

∫ 1
2

0

xk(1− x)k dx

よって I =

∫ 1
2

0

xk(1 − x)k dx =
(k!)2

2(2k + 1)!

別解 I =

∫ 1
2

0

xk(1−x) dxにおいて，x = 1−yとおくと
dy

dx
= −1

x 0 −→ 1
2

y 1 −→ 1
2

I =

∫ 1
2

1

(1− y)kyk(−1) dy =

∫ 1

1
2

yk(1− y)k dy

=

∫ 1

1
2

xk(1− x)k dx

したがって

2I =

∫ 1
2

0

xk(1− x)k dx+

∫ 1

1
2

xk(1− x)k dx

=

∫ 1

0

xk(1− x)k dx =
(k!)2

(2k + 1)!

よって I =

∫ 1
2

0

xk(1 − x)k dx =
(k!)2

2(2k + 1)!

補足 定積分の公式∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

が利用できる 8 ． �

8http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1
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4.20 (1) y =
ex + e−x

2
に y = aを代入すると (a = 1)

a =
ex + e−x

2
ゆえに (ex)2 − 2aex + 1 = 0

a = 1に注意して，exについて解くと ex = a±
√
a2 − 1

x = 0のとき，ex = 1であるから，(a+
√
a2 − 1)(a−

√
a2 − 1) = 1より

ex = a+
√
a2 − 1 ゆえに x = log(a+

√
a2 − 1)

y =
ex − e−x

2
に y = aを代入すると (a = 1)

a =
ex − e−x

2
ゆえに (ex)2 − 2aex − 1 = 0

ex > 0に注意して，xについて解くと

ex = a+
√
a2 + 1 ゆえに x = log(a+

√
a2 + 1)

p = log(a+
√
a2 − 1)，q = log(a+

√
a2 + 1)とおくと

ep = a+
√
a2 − 1, e−p = a−

√
a2 − 1

eq = a+
√
a2 + 1, e−q = −a+

√
a2 + 1

O

y

x

Da

1

a

p q

y = ex+e−x

2

y = ex−e−x

2

したがって，Daの面積 Saは

Sa =

∫ p

0

(
ex + e−x

2
− ex − e−x

2

)
dx+

∫ q

p

(
a− ex − e−x

2

)
dx

=

[
−e−x

]p
0

+

[
ax− ex + e−x

2

]q
p

= 1 + a(q − p) +
ep − e−p

2
− eq + e−q

2

= 1 + a log
a +

√
a2 + 1

a +
√
a2 − 1

+
√
a2 − 1 −

√
a2 + 1
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(2) まず

lim
a→∞

(
√
a2 − 1−

√
a2 + 1) = lim

a→∞

−2√
a2 − 1 +

√
a2 + 1

= 0 (A)

a+
√
a2 − 1

a+
√
a2 − 1

<
a+

√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

<

√
a2 + 1 +

√
a2 + 1√

a2 − 1 +
√
a2 − 1

より

1 <
a+

√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

<

√
a2 + 1√
a2 − 1

したがって

0 < a log
a+

√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

<
a

2
log

a2 + 1

a2 − 1
(∗)

このとき

lim
a→∞

a

2
log

a2 + 1

a2 − 1
= lim

a→∞

a

a2 − 1
log

(
1 +

2

a2 − 1

)a2−1
2

= lim
a→∞

1

a− 1
a

= 0 (∗∗)

(∗)，(∗∗)から，はさみうちの原理により

lim
a→∞

a log
a+

√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

= 0 (B)

(A)，(B)から

lim
a→∞

Sa = lim
a→∞

(
1 + a log

a+
√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

+
√
a2 − 1−

√
a2 + 1

)
= 1

�

4.21 (1) u = tan θとすると
du

dθ
=

1

cos2 θ

u 0 −→ tanα

θ 0 −→ α

f(tanα) =
1

2

∫ tanα

− tanα

1

1 + u2
du =

∫ tanα

0

1

1 + u2
du

=

∫ α

0

1

1 + tan2 θ
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ α

0

dθ = α

(2) x = tan θ1，y = tan θ2とすると，0 5 x 5 1，0 5 y 5 1 · · · 1©

0 5 θ1 5
π

4
, 0 5 θ2 5

π

4
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次に，f(x) + f(y) 5 f(1)を (1)の結論に適用すると

θ1 + θ2 5
π

4
(A)

x = y = 1，すなわち，θ1 = θ2 =
π

4
とすると，(A)に反するから

0 5 xy < 1 · · · 2©

(A)から tan(θ1 + θ2) 5 tan
π

4

tan θ1 + tan θ2
1− tan θ1 tan θ2

5 1 ゆえに
x+ y

1− xy
5 1

1©， 2©に注意して，上の第 2式を yについて解くと

0 5 y 5 −x+ 1

x+ 1
=

2

x+ 1
− 1 (0 5 x 5 1)

求める面積は，下の図の斜線部分であるから∫ 1

0

(
2

x+ 1
− 1

)
dx =

[
2 log(x+ 1)− x

]1
0

= 2 log 2 − 1

O

y

x1

1

�

4.22 (1) f(x) = log
(
x+

√
x2 + 1

)
より

f ′(x) =
1√

1 + x2
, f ′′(x) = − x

(1 + x2)
3
2

x > 0で，f ′′(x) < 0より，x > 0で y = f(x)は上に凸である．

(2)
d

dx

(
x√

1 + x2

)
=

1

(1 + x2)
3
2

t = 0のとき，
1

(1 + t2)
3
2

5 1√
1 + t2

5 1より

∫ x

0

dt

(1 + t2)
3
2

5
∫ x

0

dt√
1 + t2

5
∫ x

0

dt (x = 0)
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f ′(x) =
1√

1 + x2
，f(0) = 0であるから

x = 0 のとき
x√

1 + x2
5 f(x) 5 x

(3) {xf(x)}′ = f(x) + xf ′(x)，xf ′(x) =
x√

1 + x2
= (

√
1 + x2)′より

f(x) =
{
xf(x)−

√
1 + x2

}′

f(0) = 0，f

(
3

4

)
= log 2であるから

S =

∫ 3
4

0

f(x) dx =

[
xf(x)−

√
1 + x2

] 3
4

0

=
3

4
log 2 −

1

4

O

y

x

S
C

3
4

A
B

y = x

`

y = f(x)
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(4) f

(
3

4

)
= log 2，f ′

(
3

4

)
=

4

5
より，`の方程式は

y − log 2 =
4

5

(
x− 3

4

)
すなわち y =

4

5
x+ log 2− 3

5

`と直線 y = xの交点Bは (5 log 2− 3, 5 log 2− 3)

したがって，四角形ABOCの面積 T は

T = 4OBC +4ABC

=
1

2
·3
4
(5 log 2− 3) +

1

2

{
3

4
− (5 log 2− 3)

}
log 2

= −
5

2
(log 2)2 +

15

4
log 2 −

9

8

O

y

x
C

3
4

A
B

y = x

`

y = f(x)

5 log 2−3

5 log 2−3

log 2

(5) (2)の結論に x =
3

4
を代入すると

3

5
5 log 2 5 3

4
· · · 1©

S < T であるから，これに (3)，(4)の結果を代入すると

3

4
log 2− 1

4
< −5

2
(log 2)2 +

15

4
log 2− 9

8

整理すると 20(log 2)2 − 24 log 2 + 7 < 0

(2 log 2− 1)(10 log 2− 7) < 0 ゆえに
1

2
< log 2 <

7

10
· · · 2©

1©， 2©より 3

5
5 log 2 <

7

10

よって，log 2の小数第 1位の数字は 6 �
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4.23 (1) f(x) =
1

2
log

1 + x

1− x
=

1

2
log(1 + x)− 1

2
log(1− x)より (−1 < x < 1)

f ′(x) =
1

2(1 + x)
+

1

2(1− x)
=

1

(1 + x)(1 − x)

f ′′(x) = − 1

2(1 + x)2
+

1

2(1− x)2
=

2x

(1 + x)2(1 − x)2

(2) x −→ −1 + 0のとき
1 + x

1− x
−→ +0より lim

x→−1+0
f(x) = −∞

x −→ 1− 0のとき
1 + x

1− x
−→ ∞より lim

x→1−0
f(x) = ∞

(3) (1)，(2)から，f(x)の増減および凹凸は

x (−1) · · · 0 · · · (1)

f ′(x) + + +

f ′′(x) − 0 +

f(x) 変曲点

よって 変曲点 (0, 0)，グラフの概形は次のようになる．

O

y

x1−1
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(4) y =
1

2
log

1 + x

1− x
より 2y = log

1 + x

1− x

e2y =
1 + x

1− x
よって x =

e2y − 1

e2y + 1
=

ey − e−y

ey + e−y

また

d

dy

(
1

ey + e−y

)
= − (ey + e−y)′

(ey + e−y)2
= −

ey − e−y

(ey + e−y)2

(5) (4)の結果から

1− x2 = 1−
(
ey − e−y

ey + e−y

)2

=
4

(ey + e−y)2
=

4e2y

(e2y + 1)2

したがって

V (α) = π

∫ α

0

(1− x2) dy = π

∫ α

0

4e2y

(e2y + 1)2
dy

= π

[
− 2

e2y + 1

]α
0

= π

(
1 −

2

e2α + 1

)

よって lim
α→∞

V (α) = lim
α→∞

π

(
1− 2

e2α + 1

)
= π �

4.24 (1) 袋Akから白玉，黒玉が取り出される確率は，それぞれ
k

n
，1− k

n
である

(k = 1, 2, · · · , n)．求める確率は，2回の試行で白玉が 1回，黒玉が 1回取
り出される確率であるから

1

n

n∑
k=1

2C1·
k

n
·
(
1− k

n

)
=

2

n2

n∑
k=1

(
k − 1

n
·k2

)
=

2

n2

{
1

2
n(n+ 1)− 1

n
·1
6
n(n+ 1)(2n+ 1)

}
=

(n + 1)(n − 1)

3n2

(2) A = Akのとき，s回の試行で白玉がちょうど t回取り出される確率 p(t)は

p(t) = sCt

(
k

n

)t(
1− k

n

)s−t

(∗)

上式に s = 100, n = 3kを代入すると

p(t) = 100Ct

(
1

3

)t(
2

3

)100−t

=
100!

t!(100− t)!

(
2

3

)100(
1

2

)t
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これから
p(t+ 1)

p(t)
− 1 =

t!(100− t)!

(t+ 1)!(99− t)!
·1
2
− 1

=
100− t

2(t+ 1)
− 1 =

98− 3t

2(t+ 1)

ゆえに p(0) < p(1) < · · · < p(32) < p(33) > p(34) > · · · > p(100)

よって，求める tの値は t = 33

(3) (∗)に s = 10，t = 3を代入した p(3)を利用して

qn =
1

n

n∑
k=1

p(3) =
1

n

n∑
k=1

10C3

(
k

n

)3(
1− k

n

)7

したがって 9

lim
n→∞

qn = 10C3

∫ 1

0

x3(1− x)7 dx = 10C3
3!7!

11!
(1− 0)11 =

1

11

�

4.25 (1) f(x) = x(x2 + 10x+ 20)より，f(n)が素数となるのは，次の場合である．

• n = pのとき (pは素数)

p2 + 10p+ 20 = 1 ゆえに p(p+ 10) = −19

これを満たす素数 pは存在しない．

• n = −qのとき (qは素数)

q2 − 10q + 20 = −1 ゆえに (q − 3)(q − 7) = 0

これを解いて q = 3, 7 すなわち n = −3,−7

• n = 1のとき，f(1) = 1(12 + 10·1 + 20) = 31

f(1)は素数であるから，n = 1は条件を満たす．

• n = −1のとき，f(−1) = −1·{(−1)2 + 10·(−1) + 20} = −11

f(−1)は素数でないから，n = −1は条件を満たさない．

以上の結果から n = −3,−7, 1

9http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1

236

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf


(2) g(x) = x(x2 + ax + b)より (a, bは整数)，h(x) = x2 + ax + bとおくと，
g(n)が素数となるのは，(i)～(iv)の場合である．

(i) n = pのとき (pは素数)，h(p) = 1

(ii) n = −qのとき (qは素数)，h(−q) = −1

(iii) n = 1のとき，h(1)は素数

(iv) n = −1のとき，−h(−1)は素数

［A］(i)，(ii)を満たす素数 p, qがともに存在すると仮定すると

p2 + ap+ b = 1, q2 − aq + b = −1

上の 2式の辺々の差をとると

p2 − q2 + a(p+ q) = 2 ゆえに (p+ q)(p− q + a) = 2

p+ q = 4，p− q+ aは整数であるから，上の第 2式を満たす素数 p, q

は存在しない．よって，(i)と (ii)は同時に成立しない．

［B］(i)を満たす素数 p1, p2が存在すると仮定すると

h(x)− 1 = (x− p1)(x− p2)

x = −1を上式に代入すると

h(−1)− 1 = (−1− p1)(−1− p2) > 0 ゆえに − h(−1) < −1

このとき，(iv)は成立しない

［C］(ii)を満たす素数 q1, q2が存在すると仮定すると

h(x) + 1 = (x+ q1)(x+ q2)

x = −1を上式に代入すると

h(−1) + 1 = (−1− q1)(−1− q2) > 0 ゆえに − h(−1) < 1

このとき，(iv)は成立しない

［A］～［C］から，g(n)が素数となる整数nの個数は 3個以下である．�
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4.26 (1) n = paqbrcとする．

n以下の自然数で p，q，rで割り切れる数の個数は，それぞれ

n

p
,

n

q
,

n

r

n以下の自然数で pq，qr，rpで割り切れる数の個数は，それぞれ

n

pq
,

n

qr
,

n

rp

n以下の自然数で pqrで割り切れる数の個数は

n

pqr

したがって 10

f(n) = n−
(
n

p
+

n

q
+

n

r

)
+

(
n

pq
+

n

qr
+

n

rp

)
− n

pqr

= n

(
1− 1

p

)(
1− 1

q

)(
1− 1

r

)
(∗)

= paqbrc
(
1− 1

p

)(
1− 1

q

)(
1− 1

r

)
= pa−1qb−1rc−1(p− 1)(q − 1)(r − 1)

(2) 次の (i)～(iv)を考える．

(i) n = paのとき (pは素数，aは自然数)

f(n) = n− n

p
= n

(
1− 1

p

)
ゆえに

n

f(n)
=

p

p− 1

上の第 2式は整数で，pと p− 1はそれぞれ互いに素であるから

p− 1 = 1 ゆえに p = 2

(ii) n = paqbのとき (p, qは素数 (p < q)，a, bは自然数)

f(n) = n−
(
n

p
+

n

q

)
+

n

pq
= n

(
1− 1

p

)(
1− 1

q

)
したがって

n

f(n)
=

pq

(p− 1)(q − 1)

上式は整数で，pと p− 1，qと q − 1はそれぞれ互いに素であるから

p− 1 = 1, q − 1 = p ゆえに p = 2, q = 3

10http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga 2005.pdf (p.6(定理 3)を参照)
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(iii) n = paqbqcのとき (p, q, rは素数 (p < q < r)，a, b, cは自然数)，
(∗)より

n

f(n)
=

pqr

(p− 1)(q − 1)(r − 1)

上式は整数で，pと p− 1，qと q− 1，rと r− 1はそれぞれ互いに素，
q − 1, r − 1はともに偶数であるから，上式は条件を満たさない．

(iv) nが 4つ以上の素因数をもつとき，n = 2·3·5·7 = 210となり，nが 100

以下の自然数であることに反する．

(i)～(iv)より，求める 5以上 100以下の自然数 nは，整数 a, bを用いて

n = 2a3b (a = 1, b = 0)

で与えられる．これを満たす整数 (a, b)の組は，次の 13組

(a, b) =(3, 0), (4, 0), (5, 0), (6, 0),

(1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1),

(1, 2), (2, 2), (3, 2),

(1, 3)

よって，求める nは

n = 6, 8, 12, 16, 18, 24, 32, 36, 48, 54, 64, 72, 96

�

4.27 (1) k2 − `2 = 3mより (k + `)(k − `) = 3m

k + ` > k − `より，自然数m1, m2を用いて

k + ` = 3m1 , k − ` = 3m2 (m1 +m2 = m, m1 > m2 = 0)

とすると，3m1 ≡ 1, 3m2 ≡ 1 (mod 2)に注意して

k =
3m1 + 3m2

2
, ` =

3m1 − 3m2

2
(∗)

0 5 m2 5
[
m−1
2

]
であるから，求める自然数 (k, `) の組の個数は[

m− 1

2

]
+ 1 =

[
m + 1

2

]
(2) 2つの整数 a, bの最大公約数を gcd(a, b)とする．xは 3の倍数でないか
ら，ユークリッドの互除法により

gcd(x, x+ 3m) = gcd(x, 3m) = 1
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xが 3の倍数でないとき，xと x+ 3mは互いに素である．√
x(x+ 3m)が整数であるとき，整数 k, `を用いて

x+ 3m = k2, x = `2 ゆえに (k + `)(k − `) = 3m

したがって，(∗)を得る．このとき，x = `2より，`は 3の倍数でないから

(m1, m2) = (m, 0), (0, m) よって x =

(
3m − 1

2

)2

(3) xが 3mを約数にもつとき，x = 3mAとおくと (A > 0は整数)√
x(x+ 3m) =

√
3mA(3mA+ 3m) = 3m

√
A
√
A+ 1

gcd(A, A + 1) = gcd(A, 1) = 1より，上式が整数のとき，
√
A，

√
A+ 1

は整数であるから，次式より，これを満たす整数 xは存在しない．

1 = (
√
A+ 1)2 − (

√
A)2 = (

√
A+ 1 +

√
A)(

√
A+ 1−

√
A)

x = 3jBj (Bj > 0は 3で割り切れない)とすると (j = 0, 1, · · · ,m− 1)√
x(x+ 3m) =

√
3jBj(3jBj + 3m) = 3j

√
Bj(Bj + 3m−j)

このとき，
√

Bj(Bj + 3m−j)は整数であるから，(2)の結論より

Bj =

(
3m−j − 1

2

)2

すなわち x = 3jBj (j = 0, 1, · · · ,m− 1)

よって，求める xの個数は m (個) �

4.28 (1) Gは4ABCの重心であるから

−→
AG =

1

3
(
−→
AB +

−→
AC) =

1

3
(~b +~c)

(2) 4ABCは，1辺の長さが 1の正三角形であるから

|~b| = |~c| = 1, ~b·~c = |~b||~c| cos π
3
= 1·1·1

2
=

1

2

Dは線分BCを 1 : 3に内分する点であるから

−→
AD =

1

4
(3
−→
AB +

−→
AC) =

1

4
(3~b+~c)

−→
GD =

−→
AD−

−→
AG =

1

4
(3~b+~c)− 1

3
(~b+~c) =

1

12
(5~b −~c)
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Eは線分AB上にあるから，
−→
AE = k~aとすると (kは実数)

−→
GE =

−→
AE−

−→
AG = k~b− 1

3
(~b+~c) =

1

3
{(3k − 1)~b−~c}

−→
GD⊥

−→
GEより，

−→
GD·

−→
GE = 0であるから

(5~b−~c)·{(3k − 1)~b−~c} = 5(3k − 1)|~b|2 − (3k + 4)~b·~c+ |~c|2

= 5(3k − 1)− 1

2
(3k + 4) + 1

=
3

2
(9k − 4) = 0

これを解いて k =
4

9
すなわち

−→
AE =

4

9
~b

したがって
−→
GE =

−→
AE−

−→
AG =

4

9
~b− 1

3
(~b+~c) =

1

9
(~b − 3~c)

GE

D

O

A

B

C

1

3
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−→
GD =

1

12
(5~b−~c)，

−→
GE =

1

9
(~b− 3~c)より

|5~b−~c|2 = 25|~b|2 − 10~b·~c+ |~c|2

= 25·12 − 10·1
2
+ 12 = 21,

|~b− 3~c|2 = |~b|2 − 6~b·~c+ 9|~c|2

= 12 − 6·1
2
+ 9·12 = 7

よって |
−→
GD| =

√
21

12
, |

−→
GE| =

√
7

9

(3) 4ABCは正三角形であるから，4ABCの重心と外心は一致する．

Oから平面ABCに垂線OHを引くと，4OAH ≡ 4OBH ≡ 4OCHであ
るから，AH = BH = CHより，Hは4ABCの外心である．

GとHは一致するから
−→
OG⊥~b,

−→
OG⊥~c よって

−→
OG·~b =

−→
OG·~c = 0

(4) 点 Pから直線GEに垂線 PQを引くと

4DGP = 4DGQ =
1

2
|
−→
GD||

−→
GQ| = 1 ゆえに |

−→
GQ| = 2

|
−→
GD|

−→
GQと

−→
GEは同じ向きのベクトルであることに注意して

−→
GQ = |

−→
GQ|·

−→
GE

|
−→
GE|

=
2

|
−→
GD|

·
−→
GE

|
−→
GE|

−→
QPと

−→
GDは平行であるから，実数 ξを用いて

−→
QP = ξ

−→
GD

上の諸式から

−→
OP =

−→
OG+

−→
GQ+

−→
QP =

−→
OG+

2

|
−→
GD|

·
−→
GE

|
−→
GE|

+ ξ
−→
GD

−→
OG⊥

−→
GE,

−→
GD⊥

−→
GEより

−→
OP·

−→
GE =

(
−→
OG+

2

|
−→
GD|

·
−→
GE

|
−→
GE|

+ ξ
−→
GD

)
·
−→
GE =

2|
−→
GE|

|
−→
GD|

= 2·
√
7

9

/√
21

12
=

8

3
√
3
=

8
√
3

9

�
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4.29 (1) (2, 1), (1, 2), (−1, 2), (−2, 1),

(−2,−1), (−1,−2), (1,−2), (2,−1)

(2) Pが n秒後に点 (a, b)にいる確率を Pn(a, b)とすると，規則 (ii)より，確
率漸化式

Pn+1(j, k) =
1

3
Pn(j,−k) +

1

3
Pn(−j, k) +

1

6
Pn(k, j) +

1

6
Pn(−k,−j)

(A)

が成立する (j, k = ±1,±2, j 6= k)．

(A)において，j, kをそれぞれ−j,−kに置き換えると

Pn+1(−j,−k) =
1

3
Pn(−j, k) +

1

3
Pn(j,−k) +

1

6
Pn(−k,−j) +

1

6
Pn(k, j)

(B)

(A)，(B)の右辺がそれぞれ等しいから，自然数 nについて

Pn(j, k) = Pn(−j,−k) (j, k = ±1,±2, j 6= k) (C)

が成立する．したがって，Pn(2, 1) = Pn(−2,−1)が成立する．

(3) (C)より，Pn(−j, k) = Pn(j,−k), Pn(−k,−j) = Pn(k, j)であるから，こ
れらを (A)に代入すると

Pn+1(j, k) =
2

3
Pn(j,−k) +

1

3
Pn(k, j) (D1)

(D1)は (C)に注意しながら，次にように書き直すことができる．

Pn+1(k, j) =
2

3
Pn(k,−j) +

1

3
Pn(j, k) (D2)

Pn+1(j,−k) =
2

3
Pn(j, k) +

1

3
Pn(k,−j) (D3)

Pn+1(k,−j) =
2

3
Pn(k, j) +

1

3
Pn(j,−k) (D4)

(D1)，(D4)より

Pn+1(j, k) + Pn+1(k,−j) = Pn(k, j) + Pn(j,−k) (E1)

Pn+1(j, k)− Pn+1(k,−j) = −1

3
{Pn(k, j)− Pn(j,−k)} (E2)

(D2)，(D3)より

Pn+1(k, j) + Pn+1(j,−k) = Pn(j, k) + Pn(k,−j) (E3)

Pn+1(k, j)− Pn+1(j,−k) = −1

3
{Pn(j, k)− Pn(k,−j)} (E4)
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ここで

an = Pn(j, k) + Pn(k,−j), bn = Pn(j, k)− Pn(k,−j),

cn = Pn(k, j) + Pn(j,−k), dn = Pn(k, j)− Pn(j,−k)

とおくと，(E1)～(E4)より

an+1 = cn, bn+1 = −1

3
dn, cn+1 = an, dn+1 = −1

3
bn

これから

an+1 + cn+1 = an + cn, bn+1 + dn+1 = −1

3
(bn + dn),

an+1 − cn+1 = −(an − cn), bn+1 − dn+1 =
1

3
(bn − dn)

上の 4つの漸化式から

an + cn = a1 + c1, bn + dn =

(
−1

3

)n−1

(b1 + d1),

an − cn = (−1)n−1(a1 − c1), bn − dn =

(
1

3

)n−1

(b1 − d1)

j = 2, k = 1とすると

P1(−2, 1) = P1(2,−1) =
1

3
, P1(1, 2) = P1(−1, 2) =

1

6
,

P1(2, 1) = P1(−1, 2) = P1(−2,−1) = P1(1,−2) = 0

このとき，a1 = b1 = 0, c1 =
1

2
, d1 = −1

6
であるから

an =
1

4
{1 + (−1)n}, bn =

1

4

(
1

3

)n

{1 + (−1)n}

したがって，自然数 nについて

Pn(2, 1) =
1

2
(an + bn) =

1

8
{1 + (−1)n}

{
1 +

(
1

3

)n}
注意 P0(2, 1) = 1，P0(−2,−1) = 0より，n = 0のとき (C)は成立しないから，

n = 1で Pn(2, 1)を求める．
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別解 最初から n秒後に Pが

点 (2, 1)または点 (−2,−1)にいる確率を pn
点 (1, 2)または点 (−1,−2)にいる確率を qn
点 (−1, 2)または点 (1,−2)にいる確率を rn
点 (−2, 1)または点 (2,−1)にいる確率を sn

とおくと，条件 (ii)から，次の確率漸化式が成立する．

pn+1 =
2

3
rn +

1

3
sn, qn+1 =

1

3
rn +

2

3
sn,

rn+1 =
2

3
pn +

1

3
qn, sn+1 =

1

3
pn +

2

3
qn

したがって

(pn+1 + qn+1) + (rn+1 + sn+1) = (pn + qn) + (rn + sn)

(pn+1 + qn+1)− (rn+1 + sn+1) = −{(pn + qn)− (rn + sn)}

(pn+1 − qn+1) + (rn+1 − sn+1) = −1

3
{(pn − qn) + (rn − sn)}

(pn+1 − qn+1)− (rn+1 − sn+1) =
1

3
{(pn − qn)− (rn − sn)}

これから

(pn + qn) + (rn + sn) = (p0 + q0) + (r0 + s0)

(pn + qn)− (rn + sn) = (−1)n{(p0 + q0)− (r0 + s0)}

(pn − qn) + (rn − sn) =

(
−1

3

)n

(p0 − q0) + (r0 − s0)

(pn − qn)− (rn − sn) =

(
1

3

)n

{(p0 − q0)− (r0 − s0)}

p0 = 1, q0 = r0 = s0 = 0であるから

2(pn + qn) = 1 + (−1)n

2(pn − qn) = {1 + (−1)n}
(
1

3

)n

よって，求める確率は (nは自然数)

1

2
pn =

1

8
{1 + (−1)n}

{
1 +

(
1

3

)n}
�
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5.1 (1) C : 4x− 4y2 − 3 = 0より x = y2 +
3

4
ゆえに

dx

dy
= 2y

逆関数定理により
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1

2y

点Aの座標を
(
a2 +

3

4
, a

)
とおくと，点Aにおける接線 lの方程式は，

その傾き
1

2a
が正であることに注意して

l : y − a =
1

2a

{
x−

(
a2 +

3

4

)}
(a > 0)

lは原点Oを通るから

−a = − 1

2a

(
a2 +

3

4

)
ゆえに a2 =

3

4

a > 0より，a =

√
3

2
であるから l : y =

x
√
3
, A

(
3

2
,

√
3

2

)

(2) C上の点A

(
3

2
,

√
3

2

)
における法線の方程式は

y −
√
3

2
= −

√
3

(
x− 3

2

)
すなわち y = −

√
3(x− 2)

この法線上に接する円の中心があるから，その中心を T(t + 2,−
√
3t)と

し，C上の点 P

(
y2 +

3

4
, y

)
とし，次の関数を考える．

ϕ(y) = TP2 − TA2

=

(
y2 − t− 5

4

)2

+ (y +
√
3t)2 −

(
t+

1

2

)2

−

(
√
3t+

√
3

2

)2

=

(
y2 − 3

4

)(
y2 − 2t− 7

4

)
+

(
y −

√
3

2

)(
y + 2

√
3t+

√
3

2

)

=

(
y −

√
3

2

){(
y +

√
3

2

)(
y2 − 2t− 7

4

)
+

(
y + 2

√
3t+

√
3

2

)}

=

(
y −

√
3

2

){(
y +

√
3

2

)(
y2 − 3

4

)
− 2t

(
y −

√
3

2

)}

=

(
y −

√
3

2

)2

(
y +

√
3

2

)2

− 2t


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ϕ(y) = 0が異なる 2つの解をもてばよいから(
y +

√
3

2

)2

− 2t = 0

が重解

(
y 6=

√
3

2

)
または y =

√
3

2
を解にもつときであるから

t = 0 または t =
3

2

求める円の半径を rとすると

r2 = TA2 =

(
t+

1

2

)2

+

(
√
3t+

√
3

2

)2

中心T(t+ 2,−
√
3t)より，求める円の方程式は

(x − 2)2 + y2 = 1,

(
x −

7

2

)2

+

(
y +

3
√
3

2

)2

= 16

補足

√
3

2
= a < s < tとし，C上に 3点

A

(
a2 +

3

4
, a

)
，S

(
s2 +

3

4
, s

)
，T

(
t2 +

3

4
, t

)
をとる．3点A，S，Tを通る円を考え，その中心を (p, q)，半径を rとし，
関数

f(y) =

(
y2 +

3

4
− p

)2

+ (y − q)2 − r2

を考えると，次式が成立する．

f(a) = f(s) = f(t) = 0 (∗)

f(y)の第 1次導関数および第 2次導関数を求めると

f ′(y) = 4y

(
y2 +

3

4
− p

)
+ 2(y − q),

f ′′(y) = 4

(
y2 +

3

4
− p

)
+ 4y·2y + 2

= 12y2 + 5− 4p
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(∗)にロルの定理を適用すると (ロルの定理は平均値の定理の一部)

f ′(c1) = f ′(c2) = 0 (a < c1 < s < c2 < t)

を満たす c1, c2が存在する．上式にさらにロルの定理を適用すると

f ′′(c3) = 0 (c1 < c3 < c2)

を満たす c3が存在する．ここで，t → aとすると，次式が成立する．

f ′(a) = 0, f ′′(a) = 0

したがって

4a

(
a2 +

3

4
− p

)
+ 2(a− q) = 0, 12a2 + 5− 4p = 0

これを解いて
p = 3a2 +

5

4
, q = −4a3 · · · 1©

f(a) = 0であるから(
a2 +

3

4
− 3a2 − 5

4

)2

+ (a+ 4a3)− r2 = 0

整理すると

r2 =
1

4
(1 + 4a2)2 + a2(1 + 4a2)2 · · · 2©

=
1

4
(1 + 4a2)3

これから，C上の点Aにおける接触円 S1の中心および半径は

中心
(
3a2 +

5

4
,−4a3

)
，半径

1

2
(1 + 4a2)

3
2

補足 接触円 (曲率円)の中心を曲率中心といい，半径を曲率半径という．また，
曲率中心は，CのAにおける法線上の点である．点Aで接する円の半径
が曲率半径よりも大きいとき，円とCの共有点の個数は 3個ある．また，
点 Aで接する円の半径が曲率半径よりも小さいときは，距離 2乗関数を
用いて確認する必要がある．
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1©， 2©により，f(y)は

f(y) =

(
y2 +

3

4
− 3a2 − 5

4

)2

+ (y + 4a3)2 − 1

4
(1 + 4a2)2 − a2(1 + 4a2)2

=

(
y2 − 3a2 − 1

2

)2

−
(
1

2
+ 2a2

)2

+ (y + 4a3)2 − (a+ 4a3)2

= (y2 − a2)(y2 − 5a2 − 1) + (y + 8a3 + a)(y − a)

= (y − a){(y + a)(y2 − 5a2 − 1) + (y + 8a3 + a)}
= (y − a)(y3 + ay2 − 5a2y + 3a3)

= (y − a)3(y + 3a)

f(y) = 0の解は 2個であるから，S1はCと異なる 2点を共有する．Cの
y座標が y < −3a, a < yのとき，C は S1の外部にあり，C の y座標が
−3a < y < aのとき，Cは S1の内部にある．

また，CのAにおける法線と x軸の交点をBとすると B(2, 0)

Cの x軸に関する対称性から，Bを中心とする半径 BAの円 S2も異なる
接点を 2個もつこが分かるが，これ以外に共有点を持たないことを距離 2

乗関数を使って示す必要がある．

BA2 =

(
3

2
− 2

)2

+

(√
3

2
− 0

)2

= 1

C上の点 P

(
y2 +

3

4
, y

)
をとり，次の関数 g(y)を考える．

g(y) = BP2 − BA2 =

(
y2 +

3

4
− 2

)2

+ y2 − 1

=

(
y2 − 5

4

)2

+ y2 − 1 = y4 − 3

2
y2 +

9

16

=

(
y2 − 3

4

)2

=

(
y +

√
3

2

)2(
y −

√
3

2

)2

g(y) = 0の解は 2個であるから，S2とCは異なる 2点を共有する．

よって，求める円の方程式は(
x −

7

2

)2

+

(
y +

3
√
3

2

)2

= 16, (x − 2)2 + y2 = 1
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(3) C : x = y2 +
3

4
, l : x =

√
3yの方程式から，求める面積を Sとすると

S =

∫ √
3

2

0

(
y2 +

3

4
−

√
3y

)
dy =

∫ √
3

2

0

(
y −

√
3

2

)2

dy

=
1

3

[ (
y −

√
3

2

)3 ]√
3

2

0

=

√
3

8

O

y

x2

l

C

A

O

y

x2

l
C

A
7
2

15
2

−3
√
3

2

B

S2

S1

�
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5.2 (1) 求める体積 V1は

V1

π
=

∫ 1

0

{x2 − (x2)2} dx =

[
x3

3
− x5

5

]1
0

=
2

15

よって V1 =
2

15
π

(2) 直線mは点 P(t, t2)を通り，傾き−1であるから

y = −(x− t) + t2 すなわち m : y = −x+ t+ t2

これと l : y = xの共有点Qの座標は
(
t + t2

2
,
t + t2

2

)

(3) P(t, t2)，Q

(
t+ t2

2
,
t+ t2

2

)
より

PQ2 =

(
t− t+ t2

2

)2

+

(
t2 − t+ t2

2

)2

=
1

2
(t − t2)2

(4) Q

(
t+ t2

2
,
t+ t2

2

)
より (0 5 t 5 1)，OQ =

t+ t2√
2
であるから

s =
t + t2
√
2

,
ds

dt
=

1 + 2t
√
2

(5) sと tについて
t 0 −→ 1

s 0 −→
√
2

体積 V2は，(3)，(4)の結果を利用して 11

V2

π
=

∫ √
2

0

PQ2 ds =

∫ 1

0

PQ2ds

dt
·dt

=

∫ 1

0

(t− t2)2

2
·1 + 2t√

2
dt

=
1

2
√
2

∫ 1

0

t2(1− t)2 dt+
1√
2

∫ 1

0

t3(1− t)2 dt

=
1

2
√
2
·2!2!
5!

(1− 0)5 +
1√
2
·3!2!
6!

(1− 0)6 =
1

30
√
2
=

√
2

60

よって V2 =

√
2

60
π,

V2

V1

=

√
2

60
π

/
2

15
π =

√
2

8

11http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．
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別解 C上の点 P(t, t2)，l上の点R(t, t)をとる (0 5 t 5 1)．

線分 PRの中点をMとすると M

(
t,

t2 + t

2

)
Mから直線 l : x− y = 0までの距離を dとすると

d =
|t− t2+t

2
|√

12 + (−1)2
=

t− t2

2
√
2

∆S = PR∆t = (t− t2)∆tを lの周りに 1回転させた体積∆V2は，パップ
ス・ギュルダンの定理 (Pappus-Guldinus theorem)により 12

∆V2 = 2πd∆S = 2π·t− t2

2
√
2
·(t− t2)∆t =

πt2(1− t)2√
2

∆t

よって V2 =
π√
2

∫ 1

0

t2(1− t)2 dt =
π√
2
·2!2!
5!

(1− 0)5 =

√
2

60
π �

12http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6を参照)

252

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf


6 索引
北大理系 1 p.4 2 p.42 3 p.36 4 p.4 5 p.20

東北大理系 1 p.20 2 p.53 3 p.4 4 p.48 5 p.57 6 p.59

筑波大 1 p.5 2 p.21 3 p.30 4 p.21 5 p.5 6 p.32

千葉大 1 p.5 2 p.6 3 p.30 4 p.39 5 p.54 6 p.40

7 p.36 8 p.55 9 p.55

東大理系 1 p.6 2 p.39 3 p.65 4 p.57 5 p.60 6 p.63

東工大 1 p.58 2 p.60 3 p.56 4 p.56 5 p.6

一橋大 1 p.7 2 p.30 3 p.28 4 p.48 5 p.23

名大理系 1 p.39 2 p.53 3 p.7 4 p.60

京大理系 1 p.7 2 p.32 3 p.24 4 p.23 5 p.61 6 p.56

阪大理系 1 p.37 2 p.33 3 p.24 4 p.8 5 p.64

神戸大理系 1 p.8 2 p.28 3 p.43 4 p.40 5 p.61

広大理系 1 p.9 2 p.49 3 p.50 4 p.33 5 p.62

山口大 1 p.10 2 p.29 3 p.10 4 p.44 8 p.18 9 p.48

山大理医 2 p.29 5 p.45 6 p.37 7 p.54

九大理系 1 p.49 2 p.34 3 p.47 4 p.10 5 p.58

九工大 1 p.58 2 p.22 3 p.34 4 p.11

福教大 1 p.18 2 p.45 3 p.12 4 p.40

佐賀大 1 p.12 2 p.46 3 p.41 4 p.35

佐賀医 1 p.12 2 p.46 5 p.31 6 p.29

長崎大 3 p.19 4 p.19 6 p.51 7 p.66 10 p.25

長大医 5 p.13 7 p.66 8 p.38 9 p.35

熊大理系 1 p.41 2 p.14 3 p.29 4 p.23

熊大医 1 p.63 2 p.14 3 p.59 4 p.64

大分大 1 p.14 2 p.31 3 p.46 4 p.41

分大医 1 p.14 3 p.46 4 p.41

宮崎大 1 p.15 2 p.49 3 p.47 4 p.28 5 p.42

7 p.29 11 p.51

宮大医 6 p.47 7 p.29 8 p.64 9 p.16 10 p.62

鹿児島大 1 p.20 2 p.32 3 p.52 4 p.50 5 p.27 6 p.66 7 p.17

琉球大 1 p.22 2 p.39 3 p.35 4 p.17
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